Masura informatiel in sisteme discrete (Shannon,1950)

1. Formularea problemei

Daca se urmareste un experiment care poate conduce la mai multe
rezultate, asupra redlizarii fiecaruia din rezultate planeaza o
anumita incertitudine; incertitudinea este eliminata in momentul
aflarii rezultatului; exemple de experimente: aruncarea zarului,
masurarea unei tensiuni.

Primirea unel informatii este echivalenta cu éiminarea une
incertitudini;

Obtinerea informatiei este legata de caracterul intamplator
(aleator, stochastic) a fenomenului sau experimentului observat
s de aceea unui eveniment (rezultat) i se asociaza 0 masura
probabilistica;

Daca rezultatele sunt discrete, ca in ~x =
figura, fiecarui eveniment x; i se poate ‘
asocia probabilitatea p(x); =

AX

Daca rezultatele sunt continue se poate
asocia 0 densitate de probabilitate p(x) .3
unui punct din spatiul E d
esantioanelor astfel incat

E

p(x)dx = lim P[x, = Ax< X < %, + Ax];

Daca informatia asupra realizarii unui eveniment x; rezulta chiar
din observarea acelui eveniment, se obtine informatia proprie

1(%);

Exemplu: in experimentul cu aruncarea zarului se afla (vede) nemijlocit
fata care a aparut;

Daca informatia asupra readizarii unui eveniment x; rezulta din
observarea altui eveniment v;, legat de x ,se obtine infomatia
mutuala i(x,y;);

Exemplu: se afla ce fata a aparut din comentariile cuiva care a vazut-o
nemijlocit.
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e In teoria lui Shannon se iau in consideratie numa aspectele
cantitative ale informatiel, nu s cele calitative, legate de sensul
(semantica) mesgjului.

2. Cantitatea deinformatiein cazul discret

« Informatia proprie; unitati de masura

IX] =[x, %...x,] Y X = E  xnx=¢ Hi#|j

[P=[p() ple).-pc)] 2 plx)=1

U ()g ) = incertitudinea ce planeaza asuprarealizarii X ; se mai numeste s
incertitudine a priori.

U(x)=F[p(x )]
i ()ﬂ ) = informatia proprie, rezultataprin reaizareasi observareaX;

i(x)="U(x)=F[p(x)]
Criterii de alegereaF:

i(x)=0

i(x ) 1 incertitudinea

i(X ) saaibaproprietatea de aditivitate:  x, =[x, %] independente
i(x)=i(x,)+i(x,)

U(x)=U(x,)+U(x,)

Flp(x )l = Flp(x, )|+ Flp(x.)]

Pentru evenimentele x; si x, independente: p(x ) = p(x, ) o(x,)
Flp(x,)tp(x, )l = Flp(x, )]+ Flp(x.)]

F(p)=-Alog, p

i(x)=-Alog, p(x)

o Unitati demasura ainformatiei:
e hit, pentruB =2
X]= [0 %]
[P =[p(). p(x2)] =1/ 2,1/2]



i(x )=i(x,)=-Alog,(l/2) =1bit, pentrul =1
bitul este cantitatea de informatie ce se obtine prin realizarea (alegerea) unuia
din doua evenimente echiprobabile (decizie binara). Multipli: Byte, Kbit,
Mbit, Kbyte, Mbyte.

* nit,pentruB=¢e
nitul este cantitatea de informatie ce se obtine prin readizareaunuiadin e
evenimente echiprobabile.

Init = log, e =1,44bit

 dit, pentruB =10
ditul este cantitatea de informatie ce se obtine prin realizarea unuiadin 10
evenimente echiprobabile.

1dit = log, 10 = 3,32bit

« |Informatia mutuala

n

X]=baexa] vy X = X N X =g #

[P]=[pb): Plx2)..-P(k0 )] zp(x) 1
M=ba-ml vy, =E Y, 0y, =e0j 2k

R, )=[p(y2)..- p(yim)] undejz plyj)=1
Se defineste, plecand de |a probabilitatea conditionata p(Xi / Y, ) informatia

conditionata | ()g ly, ) =-log p()(i ly, ) care reprezintaincertitudinea

cu privirelareaizareax; prin observareay; s se mai numeste incertitudine a
posteriori. Informatia mutuala este incertitudinea ramasa dupa redizarea x; i
observareay;:

i(x,y,)=i(x)=i(x /y,)=~logp(x)+logp(x /y,)=

p(x /) _ 1o PIX.Y,)
% 00) Rl
dacax =Y

'(X.,y) i(x,x)=~log p(x )+log p(x /x)=i(x)
daca x; esteindependent dey; :

i(x,y,)=-log p(x )+logp(x /y,)=0



3. Entropia informationala

Entropia informationala se defineste ca valoarea medie pe un simbol a
informatiel (incertitudinii a priori ) continutain mesq.

H(X)=3 p(x J(x)=-3 p(x )log p(x )

Proprietatil e entropiel sunt:

— Este o functie continuain raport cu fiecare p(x) = pi.

— Este invarianta la orice permutatie a probabilit atil or p;.

— Este o functie nenegativa marginita superior de valoarea “log n”, cae se
obtine and evenimentele sunt echiprobabile: p;=p,=...p,=1/n; atunci
H(p1,Ppo,...pn) =logn.

— Vaoarea & nu se modifica daca la multimea evenimentelor posibile se
adauga evenimentul imposibil (pp+1 = 0).

— Vaoarea @ creste prin descompurerea unu eveniment in ma multe

evenimente independente.
Exemplul 1: se dau doua evenimente x; SI X, pentru care:

[X] =[x, %2]

[Px]=[1-p. ]

H(X)=H(p)=-@- p)logL- p)- plog p
H(O)=H@)=0

Hmax(p): H(ll 2):1 H(p)

01 05 09 p

Exemplul 2: Se mnsidera un camp de 8 evenimente echiprobabile; Entropia
evenimentului aeator este maxima: Hy = - 8.(1/8)log(1/8) = log 8 = 3
bit/eveniment iar numarul minim de decizii binare (bit) necesare pentru
detectiaunu anumit eveniment este 3.



Sursediscrete deinformatie

4. Definitii si terminologie

Sursa de informatie este un dispozitiv (obiect, proces) care emite
mesgje (sunete, imagini) s despre care se dispune de cunostinte
partiae.

Sursa discreta de informatie este sursa care emite mesge la
momente discrete de timp, fiecare mesg fiind reprezentat printr-
un numar finit de simboluri.

Simbol: eementul fundamenta ireductibil care contine o
informatie;

Alfabet: totaitatea simbolurilor;

Cuvant: succesiunea finita de ssmboluri care reprezinta un mesgj

(o semnificatie);

L imba: totalitatea cuvintelor formate cu un anumit alfabet;
Codar e (decodare): stabilirea unel anumite corespondente intre o

limbas altalimba;
Exemple: @) Codul Morse, care utilizeaza patru simboluri: Xxi(punct), X,
(linie), x3 (spatiul dintre litere), x4 (spatiul dintre cuvinte) cain figura de mai

jos.
X1
X2

X3

A

b) Semnal cuantizat: limba este acatuita din totaitatea nivelelor

posibile



5. Tipuri de sursediscrete

« Sursadiscretafaramemorie (SDFM):

sursa la care probabilitatea de aparitie a unui simbol nu depinde de
simbol urile precedente:
P Xn/!Xn1 Xn2 . ) = P (% n) unde X , este simbolul x; la
momentul n.

Exemplu: o succesiune de date binare, privite ca independente.

0 Sursaextinsa: SDFM care emite blocuri de simboluri (situatia read);

astfel, daca pentru emisiaindividualaasimbolurilor, modelul este:

[X] = [X1, Xo,...Xp], dfabetul finit al sursei
[P] = [p1, P2.-..Pp], distributia probabilitatilor,
[T] = [14, Tp,... Tp], duratele simbolurilor
pentru emisia a doua simboluri grupate (extensie de ordinul 2), modelul
este:
[X2] = [ 01, Oo,... Opxp] UNDE 07 - X1X1, O» — X1Xo,.. Op — X1Xps... Ok —
XiXi,... Opxp — XpXD
[P] = [p(cv), p(02),..p(0W).-.-P(0bxp)], Unde p(ai) = pi . pj (evenimente
independente)
Exemplu: pentru un alfabet a sursei compus din doua simboluri (D =2),
[X]1=10,1], [P]=[ps Pl
lar extensiade ordin 2 (grup de 2 simboluri):
[X?]=[ 01-00, 0,01, 0510, 0, - 11],

[P?] =[p(0w) = ps°, P(T2) = PaP2, P(T3) = Papy, P(T) = P,°]

« Sursadiscretacu memorie

este 0 sursacu constrangeri privind succesiunea simbolurilor
0 Sursa cu constrangeri fixe (deterministe): este o sursa la care
anumite succesiuni de ssmboluri sunt interzise
Exemplu: sursa generatoare de cod Morse, cu doua stari, S; S S; in starea S
poate fi generat orice simbol, dar in starea S, se poate genera numa punct
sau linie, fiind interzisa (constransa) generareaintervaelor.

X 0, 0%,
()

L] X,

o Sursa cu constrangeri probabilistice: sursa la care
probabilitatea de aparitie a unui simbol la un moment dat
depinde de simbolurile anterioare. Numarul de simboluri



.
anterioare asupra carora se extinde memoria sursei reprezinta
ordinul sursei (memoriei).

Pentru sursadeordin 1: p (Xin/ % n-1, Xcn-2s - ) = P (Xin /% 1)

Pentru sursadeordin 2: p (Xin/ % n-1, Xcne2s - ) = P Xin /X 1, Xcn-2)

Exemplu: vorbirea.

« SursaMarkov: sursadiscretacu memoriedeordinul 1

La care emiterea unui simbol este conditionata numai de starea precedenta;
poate fi modelata de un lant Markov finit s omogen.

- Lant Markov finit: un proces aeator discret
{ .S, S1, & S, $....}, unde elementele S, numite stari, sunt variabile
aleatoare discrete care iau vaori in afabetul starilor {s, S, ... ,S-1} unde
r <D (numarul de ssmboluri ale afabetului sursei), iar dependenta satisface
conditiaMarkov:

P(S =5/ S1.)=pE=5/2)=pS/S)

- Lant Markov omogen:
lantul Markov la care probabilitatea de trecere dintr-o stare in alta nu depinde
de timp.

- Matriceade tranzitia starilor:
In fiecare moment lantul Markov trece intr-o noua stare, sursa funizand un
simbol din afabetul sursei. Probabilitatile de trecere dintr-o stare S in ata
stare §, independente de momentul de timp, sunt:
pi = P(S=5/S=5) = p(s/s), constituind matricea de tranzitie T

P. Po ERERE Py

le pZZDDDer
r=|0 0O 000 O

O 0O odo o
prl prZDDDprr

Daca notam cu P, distributia de probabilitati a starilor lamomentul nsi cu
P,.1 distributia de probabilitati a starilor lamomentul n -1:



f p(sln ) \ (p(sln—l )\
L L
Pn = Ph1=
[ [
' p(Srn ) J p(srn—l )/

r
si tinem cont de relatia p(Sjn): > p(sm_l)[p” ,
i=1
are loc reatia P, = T' P..1 ; daca se noteaza cu P, distributia initiada de
probabilitati, se obtine;
I:)n - (TT)n I:)0
Pentru surse Markov stationare se obtine:
lim (TT)1 =

n-oo

aceste surse pot fi reprezentate prin grafe; dacaT seiade forma

/3 2/3 0C
T=g1 0 0
A/2 0 1/2E U3
rezulta graful de mai jos:
12 1/2
2/3

Matricea T, fiind stochastica, suma elementelor pe fiecarelinie este 1.

« Sursastationara

sursala care probabilitatea diferitelor ssmboluri nu depinde de originea
timpului ¢i numai de pozitialor relativa: p(x,)= p(Xin+k) pentru Ok

« Sursaergodica

sursa la care este indeplinita conditia de stationaritate iar Sirurile de
simboluri pe care le furnizeaza sunt siruri tipice;
o Sirul tipic: sirul care contine n; = n p (x) simboluri x undei =
1, 2, ...D s in care pentru frecventele relative de aparitie ni/n
ale ssimbolurilor, existarelatia



jim— = p(x ).

N oo
Multimea sirurilor tipice are o probabilitate care tinde spre 1 pe masurace n
creste.

o Sirul netipic: sirul care are o ata compozitie. Multimea
sirurilor netipice are o probabilitate care tinde spre O pe masura
ce n creste.

Sursa ergodica are proprietatea ca probabilitatile evaluate statistic ( pentru n
surse identice se numara, la un moment dat, sursele care dau simbolul X; ;
frecventa ni/n tinde spre p; cand n — o) coincid cu probabilitatile evaluate
prin mediere temporala, de-a lungul unui sir furnizat de o singura sursa. Prin
urmare, sursa ergodica va furniza, dupaun timp t — c cu probabilitate 1, un
Sir tipic. Satisfacerea ipotezei ergodice conduce la importante simplificari in
evaluarea experimentelor.

xl IAX1 X2 vieny R 5) > pt()(i) _ n(Xi)/ n
HENNIEN R

2 lim Py (% )=ps (x

e e ,S(t)g)

x Ll || .

ps(xi) = n"(xi)/ n

« Sursacu debit controlabil

sursa care genereaza mesgje ca urmare a unel comenzi externe, neexistand
constrangeri cu privire la momentul transmiterii mesajului.
Exemple: telefon, fax, telegraf .

« Sursacu debit necontrolabil
sursa care genereaza mesaje continuu, cu un debit fix care este proprietatea
internaasursai.
Exemple:
- generatorul de semnale;
- generatorul de semnale esantionate
- generatorul detact a calculatorului.
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6. Parametrii sursalor discrete

- Entropiasursdor discrete

o Entropiasursai discrete, fara memorie, ergodica

Daca sursa are alfabetul si distributia de probabilitati:

[X] - [Xla XZ’XD]

D

[P] = [ p1, P2,---Po], cu i; p()ﬁ) =1,
generand sirul tipic de lungime N: -

[Xn] = |% % OIX | undeij=1D,
toate sirurile tipice au aceeas probabilitate:

p(X,)=pMp): OIpY° , unde Ni, N,...Np reprezinta numarul de

D
simboluri Xq, X, ..Xp dinsirul Xy cu S N. = N, pentru un N foarte mare se
i=1

poate scrie:

. N
p(Xy )= (p pf )
Cantitatea de informatie ce se obtine cand se realizeaza un sir tipic Xy este:
D
| (X)=~logp(X,)=~-N35 plogp

Se numeste entropie asursel X informatia medie pe simbol:
D
H (X) = _Zl P log P

Rezultatul se poate obtine si calculand direct cantitatea medie de informatie
pe simbol, plecand de la informatia proprie a unui simbol i(x) = - log p; S
observand ca informatia totala obtinuta prin realizarea de N; ori a simbolului
X estel(x) = N;i(x) =- N; log p; iar media pe toate simbolurile este:

1o . D
H(X)=5 2 Ni(x)=-3 plogp

o Entropiasursa extinse
Pentru sursa binara, avand { X, P}, entropia este:
H(X)=-plogp, - p,logp,
Pentru extensie de ordinul 2 (se emit grupuri de 2 simboluri) a sursel
anterioare se obtine o sursa cu { X* P?} lacare entropia este:
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H(X?)=-p?log p? -~ 2p,p,log p,p, - p3log p; =
-2p,log p, - 2p, log p, = 2H(X)
Pentru extensie de ordinul n se obtine o sursa cu {X" P™} la care entropia
este:
H(X™)=mH(X)

o Entropia sursal discrete, cu memorie, ergodica, detip Markov

- SursaMarkov ergodica
are proprietatea ca secventa distributiilor de probabilitate P, , pe toata
multimea de stari, tinde catre o distributie de probabilitate limita w
(distributia de echilibru), independenta de distributia initiala sau
limP,=w.
N oo
- Entropia une sursecu memorie
Este entropia unui simbol oarecare a sursei dupa observarea tuturor
simbolurilor anterioare. Cantitatea medie de informatie prin emisia unui

ssimbol:
H.,(X)=1imH (X, /X,,05X, )

n— o

- Entropia une surse stationare

H.(X)=1imH (X, /X, 00X, )= |im%H(Xl,...,Xn)

- Entropiaune stari §

q
H (Sj ) == Py log P, unde g este numarul starilor in care se poate accede
k=1

intr-un pas plecand din starea s

- Entropia pentru sursa Markov ergodica, unifilara

Sursa Markov este unifilara daca toate ssmbolurile furnizate la parasirea unel
stari 5 sunt distincte. Intre secventele de stari si secventele de simboluri
exista 0 corespondenta univoca S daca sursa este stationara avem:

H.(S)=H_(X) deci:
H..(X)=H.(S)=1imH(S,/S, IS, )= limH(S,/S,,)-

= lim il p(Sn—l =S, )_I(Sn [S,.1 = S ): jéle H(Sj ) =

n-o =
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roq
-~ Z ZWj [pjk [log Pix
j=1k=1

Daca nr. starilor corespunde cu nr. simbolurilor si din starea j putem gunge
in oricare stare intr-un pas.

D D
H (X) = _jZ]klek Epjk Iog pjk

« Debitul deinformatie

— D
Daca durata medie aunui simbol este T = > T, Ep()g ) debitul de informatie
i-1

o surssi cu emisie individuala a simbolurilor este H, =H([)" s se
exprimain bit/s. Debitul sursei extinse de ordinul m este :

m ml— Y1 —\1 —\-1
H =H (Tm) =mH (mr) =H (T)
H; = H™ se mai noteaza cu R, adica rata de bit, spre deosebire de rata de
baud (rata de transmisie a unui grup de biti) care se noteazacu Rg = Ry/m.

« Cantitatea dedeciziea sursel

Este valoarea maxima a entropiel sursei

H_. (X)=logD,

D fiind numarul simbolurilor din afabetul sursai.

« Redundanta sursei
0 Redundantaabsolutaeste: R = H__ (X)-H(X)

0 Redundantarelativaeste: p, =1- M
H e (X)
« Eficientasurse
H(X)
= V7 =1-
T H W ()T

Aceste marimi arata cat este de indepartata entropia sursel de valoarea el
maxima.

7. Exemplede sursediscrete s entropiilelor
e sursacu alfabet latin cu D =27 simboluri
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aproximatie de rang 0: SDFM cu simboluri echiprobabile (nu se poate
Identifica o [imba)

Ho (X) =log D = 4,75 bit/simbol

aproximatie de rang 1: SDFM cu simboluri cu o distributie de probabilitati
data (engleza)

H,(X)=-3 p,log p, =4,03bit/smbol
i=1
aproximatie de rang 2: sursaMarkov (engleza)
H (X )=332bit/simbol

imagine TV alb / negru singulara cu N = 500 linii x 600 coloane =
300.000 pix€li, fiecare avand m nivele de gri

- H,(X)=logD =logm" = Nlogm
pentrum= 10, H,(X)=10°bit/imagine
pentru m = 100,H,(X ) = 2 [10°bit /imagine

- H,(X)= 2 Ho(X)
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Canalediscrete detransmiterea a informatiel

[X] [v]

[X] =[x %500 %]

[P =1P04), P(X),-- P(X;)]
Y=Y Yoo Vi

[PyI=IP(Y1), P(Y2):--s P(Yim)]
- Canal discret este acel canal pentru care n si msunt finite.
- Canal continuu este acel canal pentru care n si m sunt infinite.
- Canal discret/continuu: acel cana pentru care n este finit si m este infinit.
- Cana continuu/discret: acel canal pentru care n esteinfinit s m este finit.
- Canal discret in timp: lacaretimpul este discret t = kT,
- Canal continuu in timp: la care timpul este continuu.
- Cana cu memoriel in cae transformarea X — Yy, depinde de

transformarile anterioare.

- Cand fara memoriel in care transformarea x - y; nu depinde de
transformarile anterioare.

~ Canad stationar: in care p(x.t,)=p(x,t,) Oi=Ln (distributia de
probabilitati nu depinde de origina timpului)

Campul deintrare:

Campul deiesire:

8. Entropialaintrarea s iesreadin canal
[X] =X X yees X, ] % o(x) =1
[P =[P(%), P(%), P(X,)] =2

Y]|= 11 Y211 Ym m
MENRTEAN ¥ o(y)=1

[Py I=1P(Y1), P(Y2)s P(Ym)] =1
Entropia campului de laintrarea canalului:
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H(X)= “X p(x)log p(x) (bit/'ssmbal)
Entropiacampului delaiesirea analului:
H(Y)E=le(yj)|09 p(y;) (bit'simbol)
]:

« Entropia campului reunit intrare—iesire
Se defineste ampul reunit (campul produs) intrare —iesire:

(XY %Yo e XY
[X D(] _| XeYr XY e XY
kxnyl Xny2 Xnymj
XY, - X Ny, (satransmisx; S s-areceptionat ;)
SD(XL yi)  p(xt, y2) p(x, Ym)E
[P(X,Y]= Dp(xz, y1)  p(x2,y2) p(x2, Ym)[
’ O .. . L
O C
gp(n.y1)  P(Xn.Y2) P(Xn, Ym)E

din aceasta matrice pot fi deduse probabilitatil e:
p(x)=P{xy, 0%y, 0k Oxy,} deunde

p(x )= jglp(& y,) Oi=in s

ply;)= Py, Oxy, Ok Oxy;}  deunde

ply)=5 plxy,)  i=im
élyzzlp(&,yj)l

H(X,Y)=-53 5 p(x.y; og plx ;)

i=1j=1

—

9. Entropii conditionate
H (X /Y) esteincertitudineamedie asupra X dupa observarealui Y
H (Y / X) esteincertitudineamedie asupraY dupaobservarealui X
« H(X/Y) sau echivocatie, este 0 masuraa echivocului ce exista asupra
campului de laintrare cand se cunoaste campul deiesire.
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xl@\A\oy1 daca la iesirea canalului se observa y;, exista o
A oA Incertitudine asupra simbolului transmis la intrarea in
AO\ v canal x: U(x /x;) =~ log plx / y;)

! ' Incertitudinea medie asupra lui X cand s-a reslizat
A O\ y.(entropia asociata cu receptionarea simbolului y;)
oA\ este

X/y, ip(x/yj Iogp(x/y, Hj=1m

H(X/Y)zfp(yj) (X/yj) fipyJ (><,/yJ Iogp(x‘/yj
H(x 1v)= fgp(xyjlogp@q/y,

Oplxy /yy) ... plxy/yg)C
POXY)= 0 e e e
Bl /ym) o plxn 7y )E
> p(>q /yj)zlpentruDj =1m
i=1

* HIY/X) saueroare medie, este o masura aincertitudinii campului de
iesire cand se cunoaste campul de intrare

% 0 oy,

A o oA Uly;/x/)==logply, /%)

Ao ok H(Y/xi)i=2p(yj/>q)log p(yj/>q)

X; o\ 171

N\ O o\

H(Y/X)zip(x,) (Y/)g) igp( ) (yjlx)logp(yj/xi):
i=1 i=1j=1

==33 p(x y;/log p(y, /x)

i=1j=1

Matricea de zgomot a canalului:

y,/x) ... ply, /x)C
Ply/x]=g i -

ﬁ)(yl/xn) o ply 1x )E
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Pentru canal farazgomot: m=n

ply; /x)=1pentruj =i s  ply,/x )=Opentrulj #i
In toate situatiile: E p(yj /)g):lpentruDi =1n
=1

- Réelatiileentropiilor conditionate cu entropiile proprii
In general, H(X)=H(X/Y)
In cazuri extreme:

« cand neperturbat: H(X)>

« canal foarte perturbat: H (X
Relatii intre entropii:
H(X/Y)<H(X)
H(Y/X)<H(Y)
H(X,Y)=H(X)+H(Y/X)=H(Y)+H(X/Y)
Ultimarelatie rezulta astfd:

p(x.y;)= ply; /% )Tp(x )= plx / y; )ooly; )

H(X.Y)=-3 3 plx. v Jlog plx ;=

i= J =1

-3 5 ply; /% )0(x )oa[p(x )Tp(y; /% )] = -5 p(x )log p(x )-

i=1j=1 i=1

H(X1Y)=H(Y/X)=
)=H(X/v) s H(Y)

0
=H(Y/X)

n

> p(&)Dngp(yj /% )og ply; /%)= H(X)+H(Y/X)

i=1

Deasemenea

H(X,Y)=H(Y)+H(X/Y)

pentru canal fara perturbatii echivocatia si eroarea medie sunt nule:
H(X,Y)=H(X)=H(Y)

pentru cana foarte perturbat:

H(X,Y)=H(X)+H(Y)

H(XIY)

/ \ H(Y/X

H0 XY)  HY) 0= HOO=H(XY) 1(6Y)=0  H(Y)=H(YX)
HO0 HOcY=
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10. Transinformatia

I (X,Y)este vaoarea medie a informatiel mutuale; daca i(x,y;) este

informatia mutuala obtinuta asupra x;, cand se receptioneaza y;, 1(X,Y) este

informatia asupra afabetului de la intrare cand se receptioneaza alfabetul de
laiesire

n m p(%,Y;)
(XY i g— 217 =
(X,Y)= gg PO,y X, ¥, )= igljglp(xyj) 5(4)P(Y))
éljglp(x y;)log p(x.,y;) = Izljzlp(x ¥;)1og p(x) - Izljzlp(x ¥;)log ply;) =

=—H(X,Y)+H(X)+H(Y)= H(X)=H(X/Y) = H(Y)=H(Y/X)
1(X,Y)=0

- Capacitatea canalului
Capacitatea canalului este prin definitie valoarea maxima atransinformatiei:

def
C =max{l(X,Y)}=max[H(X)=H(X/Y)]=max[H(Y)=H(Y/X)]
Maximalizara se poate face in raport cu P(X): pentru transmiterea prin canal

atransinformatiei maxime este necesara adaptar ea statistica asursel la
canal (transformarea sursel primare in sursa secundara specificata de
probabilitatile care detemina valoarea maximadin relatia de mai sus)

sursasecundara  |(X,Y) C
codare sur > Cana >®
p(x) P(Xoi) 0= optim
11. Parametrii canalului discret
0 Capacitateacanaului: C=max|(X,Y) (bit/simbol)
o Capacitate de informare: C, —S _ max| (X’Y) (bit/sec) unde
T T

T=%1,p, unde p, — setul deprobabilitati optime

def

0 Redundantaabsoluta: R, = C=1(X,Y) (bit/simbol)

0 Redundantardativa: p, = & = w (%)
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1(X,Y)

o Eficientacanaului:n, = (%)

Cand 1 (X,Y) - CO p, - 0,n. - 100%
Caz optim: p, =0, n.=100%

12. M odele de canale discr ete

- Cana uniform fata de intrare: daca in fiecare linie a matricel sale
de zgomot se foloseste aceeass multime de probabilitati
conditionate, ordinea de scriere putand diferi delaolinielaalta

- Cana uniform fata de iesire: daca in fiecare coloana a matricel
sale de zgomot se foloseste aceeass multime de probabilitati
conditionate, ordinea de scriere putand diferi delao linieladta

- Cana simetric. Canalul uniform atat fata de intrare, cat s fata de
lesire, caracterizat de o matrice de zgomot patrata. Pentru ordinul

n:

_n P P L

P n-1 n-1t

] D D L
P(Y/X):l:nD 1 1=p n—_1E unde 0< p<1

] L

S o 1-
Eh-1 n-1 PE

Candul fiind uniform fata de intrare, eroarea medie este o constanta:
H(Y/X) Tzlgzlp(xk) pCy; /%) 1og p(y; /%)
= J:

=@~ plog~ p)+(n=1) - log 2105 p(x) =

= (1= p)log(l-= p)= plog p+ plog(n=1) = const.

Capacitatea canalului este:
C=max[H(Y)=H(Y/X)=max[H(Y)]=H(Y/X)

Candlul fiind uniform fatade intrare s deiesire, dacaseia

p(x) = p(X;) =...= p(%,) =1/n avems

p(y,) = p(y,) =...= p(y,) =1/n in care caz avem valoarea maxima a
entropiei: max[ H(Y)] =logn s capacitatea este:
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Cym =logn+ (1- p)log(l- p) + plog p— plog(n—-1)

« Canal binar simetric
cu doua simboluri laintrare s iesire, avand matricea de zgomot si graful (n =

2): PN

[p(Y1/X1) p(Y2/X1)|: X19 oY1
Plv/x]= - - PSP
(/%) Py, /%, )E X1\ MY
X A 1-p
1-p P o| [ R
Ply/x]=7 C y o[\ nivel mediv
g p 1-pE >t

Capacitateacana: C=max | (X,Y) =max[H(Y)-H (Y / X)]

_ 2 2
Eroarea medie: H(Y/X)Elegzlp(xi)p(yj I'x)log p(y; /%)

i=lj=

Efectuand sumele, se observaca H (Y / X) nu depindede p(x):
H(Y/X)=-p(x)+ p(x;)]Iplog p+(1- p)logd— p)] =
=—{plogp+ (- p)logl- p)] deci depinde numai de zgomot.
C=maxH(Y)+[plogp+(1- p)log(l- p)]=
=1+[plog p+ (1= p)log(l= p)] =1-H(p)deoarece H(Y) =1
pentru p (y;) = p(y,) =1/2 s (simetric) p(x) = p(x;) =1/2
Obs.: Expresialui Crezultas din Cgy, pentrun=2
Faraperturbatii: p=00 C=1
Puternic perturbat (y, poate proveni cu aceeas probabilitate din x; sau din
X0): p=1/20 C =0 (nu setransmiteinformatie).
Inversor: p=101 C=1

/\4
xm/i\Any1 X151/2 2y, Xq 0
1/2 1/2 1 1

Y1
Xy 2 XZh\llévnyZ X20 oY2

CNP CFP CNP



H(p)

. >

0 0,5 1

o Canal binar cu anulari

Daca g este probabilitatea de anulare a fiecarui simbol deintrare,
matricea de tranzitie si graful sunt:

1-q 0 ¢
P(Y/ X) =
=Rt 0

1
Xl@{(::

X oy, (anulare) Y
}/'
W

°Y,

Particul arizand expresia capacitatii canalului cu erori sl anulari pentru p/q -
0, rezulta capacitatea canalului cu anulari:

C=1-q

o« Canal binar cu eori s anulari

Candul este uniform fatade intrare s are dimensiunile alfabetelor n=2 si
m = 3.

Graful si matricea de zgomot sunt:

[A-p=q P q
‘{»le P(Y/X):[H ) 1-p-g C&

y; (anulare) Y

1-pq
Capacitatea canalului:

C=1-qg+ plogp-(1-q)logl-q)+(1- p-qg)logl- p-q)pentru
p(%) = (%) = ¥;
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daca se mareste rata de anulare, p/q - 0, probabilitatea deciziel incorecte se
reduce mult si canalul devine cana binar cu anulari.

13. Capacitatea canalelor discrete.

« Canal discret general, fara memorie,

prin definitie;

C=sup!(X;Y)=sup[H(X)=H(X/Y)]=sup[H(Y)=H(Y/X)],
P(X) P(X) P(X)

unde;

ile0(>9)51§0, p(x)=0, Hi
Trebuie sa se determine maximul functia:
quil(X,Y)=/\[Z_;1|O(>ﬁ)=1]

Pentru determinarea probabilitatilor optime p(x) pentru care ® este maxim,
serezolva sistemul de ecuatii:
od

p(x)

) p(x)=1

care, dupa efectuarea derivarii, se poate pune sub forma:
Zl[c+|npo(yj)]p(Yj/Xi)EEH(Y/Xi) Hi=1n

J:

Po(y)= 3 Po(X)CP(Y,X) B =Lm

;Z;p(yj)il

rezultand un sistem de n + m+1 ecuatii cu n + m+1 necunoscute:

P4, POG), P(VA)see P(Ym) 8 C
O solutie mai simpla a acestui sistem se obtine pentru n = m, cand:

Op(Y2 /%) o P(Yo/X)0_[Py - PiC
P(Y/ X) = =
( ) Bg(yllxn) p(yn/Xn)H BDnI pnnE

[PeY/X)*=Q= @;l“

O E ae carel elemente sunt date de:
qnn |:
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=—1__yndeP; este cofactorul dementului p(y; / ) .
Rezulta
n qu“I:H-I(Y/X|)
Iogzz =
—c _zq]lﬂH(Y/Xl)
P, (y;)=2 :

ZquUH(Y/Xk)

pO(XI) 2 @qu DZ kL ’
H(Y/&)=§1p(yj I%)1log p(y; /%)

« Canal binar general (n=m=2)

P11
: X1 Y1
Graful este; B P
Matricea de zgomot e'Ete: X2 3 P22 _A Y2
prvix)=pt P
21 P2

Capacitatea canalului este:
C= |Og[2‘0a1H (Y1%)-aaH (Y %) 4 2‘Q21H (Y/%)=0pH (lez)] — IOg[ZQl + 2Q2]

Po(%) =27 [y, 2% + 0, 2]

Po(%,) =27° 10, 2% + @, 2%]

Ql = _Q11H (Y/ X1) - Q12H (Y/ Xz)

Q, =—0q,H Y/ Xl) —Q,,H (lez)

Capacitatea canaului are ceamai mare vaoare daca:

P11 = P22 = 1 ceeaceimplicapy = pz1 = 0 (canal farazgomot) sau daca:
P11 = P22 = 0 ceeaceimplicapi = p2 = 1 (cand farazgomot,inversor)

_p — P ~ _
G, = i y G, = AZl y Opy = Xl o Uy, = %1 r A=PyPy ~ PPy




24

0 Canal binar simetric /1'0\4
X 3 Y
P P
Graful este: ><
W

Matriceade zyomot este :
011 p120_0O-p  p O
P(Y/X) = = ;
o1 p2oH Hp  1-pf
I-p -p O
] _ _onU
(Th1 G2 :E{_Zp 11_2pD
M21 d22H QP PO
A-2p 1-2pQ
unde se vede ca:

Q:

011 =922 J12 =d21;

H(Y/x)=H(Y/x3)=-plog p-(1- p)log- p);
Capacitatea canalului este:

C =log(2% +29) =log22 " Y/ X1 =1-H(Y /%) =

=1+ plogp+(1-p)logd-p)=1-H(p)
deoarece
Q==0quH(Y/x)=0a,H(Y/Xx;)=
==H(Y/x)[t+ ] ==H(Y/x)

Q, ==y H(Y/X)=0pH(Y/X;) =
==H(Y/X)[0x + o] ==H(Y/X,)

14. Exemple de canale discrete

o Canale ISDN - Integrated Seavices Digital Networks — Retele
digitale cu servicii integrate (integreaza transmisiile telefonice si
transmisiile de date, vezi figurade mai jos).

Interfata ISDN supata o retea de 144 Kbit/s care muliplexeaza mai multe
canale
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A 4kHz, canal telefonic analogic,

2xB 64 Kbhit/s, canale digitale pentru voce s date au comutatie in pachete,
C 8 sau 16Khit/s, candl digital pentru date de mica

viteza,
D 16 Kbhit/s, cana digital pentru control si semnali zare,
E 64 Kbit/s, canal digital pentru semnali zari interne,

H 384 Kbit/s (HO), 1536 Kbit/s (H11), 1920 Kbit/s (H12), cande
digitale de mare viteza.

Retele LAN - Local AreaNetwork — Retele locde (de cdculatoare) cu:
cu cablu coaxial, 1 — 10 Mbit/s
cu fibraoptica, > 100 Mbit/s

ANALOGIC 5 | « DIGITAL
i sC
Aboret A/D
telefonic
—— T
g B (e

0 ] “Retealocaadigitala

A/D

- ~ ) - ~ _J
Retealocala analogica ISDN

A/D —convertor analog-digital, T —terminal, SC — sistem de
cacul, CCD(A) — centraade comutatie digitala (analoqica)

- Canalediscrete cu constrangeri

Prin definitie, un canal cu constrangeri nu accepta anumite secvente in sirul

simbalurilor deintrare.

Exemple:

— Cana binar cu constrangeri RL (Run Length — Lungme de exeautie), in
care se limiteaza numarul de simbadluri identice @are se pot succeda intr-o
secventa: aceasta restrictie asigura un prag minim al freoventel tranzitiilor
intre sirurile de O si 1, conditie care permite sincronizarea receptorului cu
emitatorul pe bazainformatiel extrase din aceste tranzitii .

— Cana binar cu constrangeri RLL (RunLength Limited ):

Constrangere RLL (x,t) — impune @ intr-o succesiune de simboluri care

dureazauntimp t sanu existe mai multe simboluri succesive x (0 sau 1);
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Constrangere RLL (r, s) —impune cadupaunsimba 1 sau 0 saurmeze cel
putin r ssimboluri opuse dar numa mult de s asemenea simbaluri.

o Caracterizarea canalelor cu constrangeri

Pentru canalul binar cu constrangeri se poate defini un set a starilor
permise. S={S,,S,,...,Sy_}, la fiecare impuls de tad & canaului va fi
transmis unu din simbalurile permise, in acel moment starea schimbandu-se,
noua stare depinde de starea veche si de ssmbalul transmis.
Succesiunea starilor canalului poate fi reprezentata prin:
— Diagrame de stare: graf orientat, pe fiecare ac de tranzitie inscriindu-
se simbolul transmis care face trecerea intre stari.
— Diagrame tréllis: in care apar tranzitiile dintr-o stare in dta pe
parcursul mai multor impulsuri de tact (diagramaare si axatimpului).
Exemplu: Canal RLL (1,2) care admite 4 stari: $=0,5=1,5$ =00 &=
11, fiecare stare exprimand cel mai recent sir de simboluri identice; tranzitia
se face anform constrangerii impuse.

Diagrama de stare este:
0

sl oo

Diagrama trellis (n care o succesiune posibila de tranzitii este reprezentata
ingrosat) este:

00 S 0 0
1 S 0
0 & é éé §§ gg\ 0
11 S 0 6 o

— Matriceatranzitiil or de stare, unde dementul by; reprezinta numarul
arcelor de trecere din starea § in starea § din dagrama de

B By By BD © 1100
coepo o B B boo 1 0 0 1f

By by by, byd O 1 0 O
My by by bgd B 0 0 OF

Dac se extinde descriereapentru un numar de 2 pasi, matricea de tranzitie
se noteaza cu B’ s are dementele bij(z) date de numarul arcelor distincte de la

>
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starea S la starea § s care au o0 lungime de 2 pasi. In general, matricea

tranzitiilor de stare in m pasi este B™ care este chiar matricea B la puteream.

— Matricea extinsa a tranzitiilor de stare B(x), ia in consideratie duratele
simbolurilor transmise pe fiecare cale dintre stari; elementul b;(x) a
acestel matrici este o functie de variabila fictiva x s este definit prin:

blj(X)E%X_tij’h unde t;, reprezinta durata simbolului de intrare de pe

pozitia h, car poate apareain starea i, determinand o tranzitie in starea j. B
se regaseste pentru x = 1 din B(x). In exemplul anterior, ssimbolurile 0 s 1
au aceeasl durata, adicao perioada detact Si:

Myo(X) By B beO 00 x* x* OC

(] 0 Od- 4L
OB by by blsmzﬂl 0 0 X[

[] bzo b21 b22 bzsD o x* 0 oL
[] O O C
Obyw by by by x™ 0 0 OC

— Capacitatea canalului cu constrangeri si ssmboluri de durate egal e este:
C=logA unde A este cea ma mare valoare proprie (pozitiva) a matricel

B. Ladeterminarealui A pentru exemplul anterior, se poate scrie ecuatia:
det[B=Al]1=0 sau:

B(X) =

FA 1 1 O0f

0, _ i
Wil A0 1o

00 1 -A 0

H1 o o -Af

Ecuatia caracteristica este: A* =22 =21 =1=0 s cea mai mare solutie este
Amex =1,6; capacitatea este:
C=logA,, =0,66 (bit/smbol)
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Masur a infor matiel in sisteme continue

15. Transinformatia in canale continue

—  p Cand |—» Semnalul x(t) se cuantizeaza cu n nivele,
X(t) o YO marimea cuantei este g, =
) Semnalul y(t) se cuantizeaza cu m nivele,
marimea cuantei este g, = Ay; esantioanele
x(pT) y(pT) observate laintrare si iesire sunt:
! ! X =1AX i=1n
X Y y; = by j=1m

Transinformatiavafi:

|(X Y) _ n/2 m/2 | pij d .
’ - i:—zn/2 j:—zmlz pij Og p j e
I J

=X =x=iA4; q=KY=y; = Ay}, p=FX=xnY=y}
pentru Ax,Ay - 0O
p(xX)dx = P[x< X < x+ dX]

p(y)dy =Py <Y <y+dy]
(X< X <X+ dx[
p(x, y)dxdy = PJ
Oy <Y< y+dy[
Setul de probabilitati p;, g; poate fi scris sub forma:

p. Op(x)Ax q; Oq(y,)dy; p; Op(x,y;)AxAy

lar transinformatia devine:

1(X,Y)= [ T pOsy)log- 2 Y dxly = T | p(x,)log pl, ey

+00 +00 +00 +00

= [ [ p(x,y)log p(x)dxdy - [ [ p(x,y)log p(y)dxdy

—00 —00 —00 —00

Dacasetine cont caadouas atrelaintegrala dubla se pot pune sub forma:
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J 109 (¥ p(x, Y)dy = [ p(x)10g p(x)cx = H (X)

1109 p(y)dy [ P(x, Y)dx = [ p(y)log p(y)dy = H(Y)

transinformatia devine:
1(X,Y)=-H(X,Y)+H(X)+H(Y) =
=-H(X/Y)+H(X)=-H(Y/X)+H(Y)
unde s-au definit in mod anal og:

400 +00

H(X/Y)==1 [p(x y)log p(x/y)dxdy

—00 —00

+00 +00

H(Y/X) == [p(x y)log p(y/x)dxdy

—00 —00

Obs.: Reamintim ca transinformatia 1(X)Y) se refera la un singur esantion,
fiind informatia care se obtine despre x; cand se observa y;. Daca semnalul
este format din N esantioane independente cuprinse intr-un interval de
observare de durata D, transinformatia este:

D D

I, (X, Y)=NO(X,Y) undeN:B:—: =2f D iar
At T, 1/2f

es

I (X, Y)=2f . D0O(X,Y), reprezentand val oareatotala a transinformatiel
pe N esantioane.

16. Capacitatea canalului continuu
Definitie: Valoareamaximaatransinformatiel pe unitatea de timp:

C:“mmaX%IN(X’Y):maX[meax O(X,Y)]=

Do
= rQ%([meax PH(Y) -H(Y/X)]
Presupunand canalul simetric, in cazul perturbatiilor aditive, pentru
semnae: y(t) = x(t) + n(t) unde n(t) este zgomotul in cana s pentru puteri:
P,=P +P. In cazul limitarii puterii Py a semnalului, eroarea medie nu

depinde decat de puterea P, a zgomotului. Entropia conditionata H(Y/X) nu
depinde de P(X) deci:
max | (X,Y)=maxH(Y)-H(Y/X).
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Numarul de nivele de cuantizare ale semnalului deiesire este: m= % .
y
Daca se considera aceste mnivele egal probabile,

P,
Ay
Pentru o vaoare fixa a semnaului de intrare, incertitudinea asupra iesirii
H(Y/X) este data numai de zgomot; daca se considera nivelele zgomotului

JR
Ay

max H (Y) =logm =

cuantizat, numarul acestora este K = lar daca acestea sunt egal

probabile: H(Y/ X) =logK deci'
1oV
09—
y JP
JP + P
C=2f ,log——"= fmaxlog(1+&) W Iog& pentruP, >> P,
JR P, P,

Pentru canaul avand zgomot adb cu densitatea Spectraa
N, =const, P, =f__N,s

max | (X /Y) = Iog\/7

)Dfmaxlogf i

max = "0 max " "0

C=f_,logdl+

P
= lim C=—*loge
lim N g

frnax —»© 0

Obs.: cresterea largimii de banda peste o anumita valoare nu este rationala
deoarece nu conduce practic la o crestere semnificativa a capacitatii.

Exemple:
0 Pentru audio (Hi Fi): C =2000° Dlog(10*) =200010° (bit/s)
0 Pentru video (alb/negru):
C =600° og(10°) =60010° (bit/s)
17. Variatia entropie cu schimbarea coordonatelor

Daca se da un vector X intr-un Spatiu X s o transformare biunivoca Y a

spatiului Xin Spatiul L], are loc o transformare a (semnaului) x in

(semnalul) u; se ridica problema cunoasterii entropie H(l]) daca se
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cunoaste entropia H ()2). Se poate admite pentru transformari biunivoce
relatiaintre densitatile de probabilitate:

p(;<)dX :q(l])dU (sunt egale probabilitatile cu care varfurile vectorilor
;<, u se pot gasi in domeniile dX respectiv dU);

3—; :q(ﬁ)JQ%% unde J este jacobianul transformarii  din

p(x) = q(u)

Spatiul Xin Spatiul U . Generdlizand expresia lui H(X) pentru un spatiu cu n

dimensiuni:
J X =
S

JE%%]X = H(U)—IX p(x)log

H(X) = -, p(x)log p(x)dX = -, p(i)logﬁq@)

=, p(x)logq(u)dX ~Jx p(x)log

o2 o
deoarece: [, p(x)logq(u)dX = [, q(u)logg(u)du = -H (U)

Obs.: in cazul continuu entropia depinde de sistemul de coordonate aes
pentru reprezentarea semnalului. Daca transformarea este ortogonaa

J‘Q‘%%:l S numa in acest WH@JH:H@ZE; aceasta proprietate a

transformarilor ortogonale isi gaseste aplicatii in prelucrarea semnalelor, de
exemplu la compresia de date.
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Receptoare de ssimboluri discrete

[X] Y1 [>A<]

@—» Cand —» R —»

¢

18. Matricea strategiel de decizie areceptorului

Receptorul functioneaza ca estimator a variabilei X atasate sursel prin X
estimat. El trebuie sa realizeze o regrupare a ssimbolurilor receptionate prin
impartirea[Y] in submultimi disuncte[Y] asaincat y; LY, — x= X
Graful detranzitii al anmblulw cana — receptor (linie plina) este:
Y A
[v] yl ......... | 1] T Problema de baza a receptorul ui
este modu cum trebuie sa

redizeze gruparile[Y] in cadrul
multimii receptionate [Y], astfel
incat probabilitateade eroare safie
minima ( ex. de eroare: un element
al [Y4] poate proveni nunumai de
lax;(linie punctata) ci si, de
exemplu, delax, prin tranzitie
parazita, reprezentataingrosat).
Pentru aceasta se introduce
matriceastrategiel dedeazie S
care caracterizeaza receptorul, in
timp ce canalul este cracterizat de

H><>

N><)

X< X<

Cand Receptor

matriceade zgomot T:

(% /y) .. P& Iy)C oy, /%) - p(ym/xl)E



Obs.: Pefiecare linieamatricel S (matrice stochastica) suma e ementelor
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este 1. Dacaunelement p(X /y,) =1 (celeldtefiind 0), semnificatia este ca

receptialui y; condice ladeciziaca s-atransmis x;.

19. Matricea detranzitie a canalului echivalent

Bp(f&/xl) o plk,/ Xl)E elementul generic este:
Te:T[S:D - - C p()A(i/Xj):Zp(YK/Xj)p()A(i/yk)
/%) o Pl /%,)E @
p(%/%)
X X 1= i(l
3| Candecivdent | Xp SNt %
N M
X X

deterministe p%f(j / X {: 0/1

il fi: : . —
Strategiil e pot i Estohastlce p\Xj /% )OO

- Strategii deterministe

20. Criteriul riscului minim
_ p()“(l. />q), | £ ], esteprobabilitatea deciziei eronate
In matricea T, N . . .
p(xj / >q), | =], esteprobabilitateadecizie corecte

Fiecarel dedzii ii corespunde un cost ¢;; =0, care corespunde penalitati
deciziei X candin redlitate s-atransmis x

, 1# ], decizieeronata
¢, =1-9;, undeJ, :ED _ J .
E{l | =], deciziecorecta
Se defineste riscul conditionat
R(S,%)= ¢;p(% /%) Di= Ln
&
S riscul cavaoareamedie acosturilor:

RS)=3,3 c,pli.x )= 3 px)3 T4 8, = 3 plx)R(S.x)

1=1 =1
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sau ca probabilitatea de eroare:

RS)=3 5 -5, e 5 5 -6, Il ) =15 plx. )

deoarece ultimul termen reprezinta probabllltatea deaziilor corecte.
Criteriul lui Bayes sau a riscului minim consta in alegerea strategiei de
decizie care minimizeaza riscul.

o Criteriul lui Bayesin cazul binar

Receptorul face o detectie binara, alegand ipoteza alevarata din doua
posibile Hy s Hy, pe baza unui criteriu de testare aipotezelor. Graful de

tranzitie s Rdevin:
1 1
R: Z Z p pEﬁA H]'k,j =

1=0 =0

o o

XO °
) -
X, * Xl)%ﬁ%l o p% @“E_
| : Xl) [p% @Coo - C01) + p(xo)mm +
X - | [Y]N . N + p(x)pH/. Heo - )+ px)
[T] S @%ﬁ
= p(%)eoy + P03 )e, +[P(% e, C(R5 /%)= p(%)e; TR,/ %,)]  unde:
=Cy,~Cy C; =Cy —Cyos Cm= costul pierderii ti ntei

¢ = costul darmei false
Tinand cont ca:

p(% /%)= 3 p(y/x)

Yi[(Yo

p(% /%)= 3 P(Yi/ %)

YilMo

R=const + YKXE p(x )., Epﬁy/ﬁﬁ‘ p(% ) EpﬁyAO

Pentru cariscul safie minim trebuie ca suma safie minima, aceasta se
intampladacain Yy sunt grupate yy pentru care:

c, p(xo)pﬁy%0 % o p(xl)pﬁy%(l E iar inY; sunt grupate y, pentru care:

rezulta
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xo)pﬁ)/%0 cmp(xl)pﬁy%ﬁ - concensat, cde dowardatii devin:

unde H, esteipoteza @y se atribuie
Aly, )= p(vi /%) > p(xo)gg:K Iui Yy iar Ho esteipoteza cy, se
(yk/x0)< p(x) c. atribuielui Yo ;
K Aly,), K sunt: raportul de
Yi AY—Y——» y _ g Plaubilitate respectiv

—>» Procesor —®comparator “ 7% pragul testului, latestarea
—> Y« > X ipotezdor Hy, H;.

Pentru cazul particular ¢; = ¢, = 1 se obtin ate criterii de decizie:

o Criteriul probabilitatii a posteriori maxime,

pentruk = PO%) ;
P(x)
™
Ay, )> P(x,) sau, functie de probabil itatile a posteriori:
< p(x)
P

Ay, )= PO/ %) _ P06 ) P(x) _ P0G 7Y ) EP(%)/ P(X) _
/%) P06 %) P0%6) P0G, Vi) TRV, P(%)

_ P4/ y) CP(x,)

P(X% /i) LP(X,)

Hy
PO/ y) >4
P(% 7 Yi) <

o Criteriul plauzabilitatii maxime
K'=1saup(x)=p(x):

Hy

>
/\(.\/k)< 1

Ho
Obs.: criteriul plauzabilitatii maxime asigura alegerea ipotezel H; deci a X
emis, care maximizeazainformatia mutualaraportatalay; receptionat.
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POGYI) g PO V)
P(x) Lh(y;) P(x) Lp(y;)

p(%,Y;) Ep(xk)il0

1 (x,y,;)=log

log sau :
P(%.y;) P(x) <
p(y; /%) H>ll
p(y; /%) <
Se poate arata ca eroarea medie dupa decizie este mai micadect inainte:
H(X/X)<H(Y/X)

Exista s alte aiterii de decizie in afara alor bazate pe teoria lui Bayes
(criteriul Neyman — Pearson).

21. Criteriul minimax

In criteriul lui Bayes, raportul de plauzabilit ate A este comparat cu un pag K
a arui valoare depinde de probabilit atile a priori p(x); adesea p(x) variaza.
In acest caz se utiluzeaza criteriul minimax care isi conserva performantele
pentru p(x;) variabil .

Se considera p(x,) ca fiind variabila, stiind ca p(xg) = 1- p(Xy). Seia ¢y =
cyu=08cp=cp=1 (ObS Ideal) Riscul devine:

R(POG).Yo) =1 P00) + TR0 P /%) ~ (L= PO )P(Ye /% =
=R(p(x))=P. +(P.—P,), cu notatiile:
o= POAIX) P=3 PO /%) =1= 5 P/ %)

R[Ap(xl)] In fig. s-a reprezentat R[p(?<1),Y0] undg
\ | pentru fiecare valoare particulara a lui
B minimax ™, ® pP(x) = p* s-afixat un Yy pentru care

\

y m[PO4)] Se asigura minimizareariscul ui:

© U b P06 =PIO Ry(R) =minR(pLY,)

0 0;3 P(X1)c 1
(P=0) (Pm=0)

Pentru a eita R(p)>R.(p) se
aege Yy (s Yy asa caR(p,) sa fie
tangenta la R(py) in punctul de risc
bayesian maxim C, in care, punand condtia de max. pentru R(p,), avem :
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Pm- Pr =0 adicaecuatiaminimax. Criteriul minimax asiguraca

R(p,Y,) <R, unde
R, =maxR,(p,) =maxminR(p, ;)

- Strategii aleatoare

22. Altainterpretareacriteriului minimax

Consta in alegerea de catre receptor a celei mai defavorizante partitii ( sau a
simbolului) care maximizeaza riscul conditionat R(S, %) s adoptarea unel
strategii S care minimizeaza acest maximum:

X =x, $=S" 0 R(S',x)=minmaxR(S,x)]

Caracterul aeatoriu rezulta din faptul ca la acest criteriu vy (receptionate) nu
sunt atribuite univoc submultimilor Y, sau Y; ¢ sunt incluse cu o anumita
probabilitate in una din ele respectiv (cu complementul acestei probabilitati)
in cealalata.

R(S, %,) Strategia minimax se construieste

astfdl:
S’=pS+pS
unde p, este probabilitatea de
R(S,x,) Ulilizare a strategiel § S p; este
»  probabilitatea de utilizare a
R(S, x1) strategiei §iarp, + p; =1
Intr-o reprezentare vectoriadla a
strategiilor de decizie in spatiul riscului conditionat, care este un plan in
cazul binar, cu axele de coordonate R(S x;) sl R(S %), S si § sunt varfurile
unor vectori ale caror proiectii pe axe sunt riscurile R(S, X;) s R(S, Xo)
respectiv R(S, x) s R(S, X). Strategia minimax S* corespunde punctului de
intersectie adreptel § § (care uneste varfurile vectorilor) cu prima bisectoare
a planului, vectorul corespunzator respectand relatia
R(S"%) = R(S", %)
Exemplu: Dac avem doua strategii S;si S si p; = 0,3, p; = 0,7 atunci S= 0,7S
+ 0,35
0 10O 00 1C

@ oD _%) 1D S),s 0,7E

R(S*, X)

S =MD m = omq S =[m,7 03C
O C

%’ 15 % OD %)’7 0,3¢

B 15 H O 0,7 03E



Codarea de sursa (pentru canale fara perturbatii)

23. Obiectivul codarii:

reducerea redundantei sursei (sursa devine de entropie maxima).
Dezavantg]: scade protectiala perturbatii.

[S] [X]
(D)t
alfabetul alfabetul

sursel sursel seaundare =

primare afabetul codului
S|=]s,....5\ ] s — simbal a afabetului sursei
P]=[p(s).. P(s,)]
X ] =[x %5 ] este alfabetul ( finit) al codului
Cl=]c,.....c,] este codu, acatuit din cuvinte de @d:
¢ =[x, %] % 0X ik

Codar ea este stabilirea corespondentei: | S US - ¢ UC

24. Tipuri decoduri de sursa:

« Coduri unic decodabile:

la care unel succesiuni de ssmboluri ae afabetului codului (constituitein
cuvinte ¢, C), Ti corespunce 0 singura succesiune de simboaluri (cuvinte,

semnificatii) ale sursai.
Exemple de coduri unic decodabil €;

Mesges |[CodA |[CodB |CodC |CodD

S 00 0 0 0

01 10 01 10

11 1110 0111 111

S
S3 10 110 011 110
S

38
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« Coduri separabile:

la are nu sunt necesare simboluri de demarcatie intre awvinte; exemple:
coduileA s D (laB “0” lasfarsit, laC “0” lainceput)

« Coduri instantanee:

la cae avinteddle se pot decoda imediat dupa receptionarea tuturor
simbolurilor cuvantului fara a ma astepta simbolurile urmatoare (prin
adaugarea unu simba la cuvant nu se obtine un nal cuvant: sunt
ireductibil €); exemple: coduile A, B, D.

25. Reprezentarea codurilor prin grafuri arborebinare:

PN

C,
C )
23 C, 2 /Q/\{‘
A B
C,

Csye
-~ 1

<
.

°C, D

@)

Obs.: la @du C, ¢y, ¢y, ¢z sunt prefixe pentru ¢,
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20. Eficienta codarii:

Pentru eficienta codarii se optimizeaza canalul in functie de un indicator de
cost: durata medie de transmisie a cuvantului de cod (cost mediu):

C=3p(c)= 3t p(S) unde

ti = |; T este duratade transmisie a cuvantului c;,

T= duratadetransmisie aunui simbol;

l; = lungimea cuvantului (numarul de simboluri din cuvant)
pentru T = 1 (aceeas durataasimbolurilor): t; = [;

Se defineste:

« Lungimea medie a cuvantului de cod
— N _

C= ;li p(s) =1

Eficienta codarii: minimizareaC =1

o Limitainferioaraalungimii medii
pentru sursa caracterizatade :

S=|s,....s\n]

Ps =[p(sp).- P(sN)]

C=[c,ncn ]

Pc =[p(ep).—.. plen)l  plei) = p(s)

L =[i1,ln]

X :[xl,...,xD]

Px =[p(x1),.... p(xp)]

Informatia medie pe simbol = informatia medie pe cuvant de cod, este

entropia sursai:
H(S) =H(C) =~ llogp(s)]p(s) iar

D
H(X) = =3 [log p(x )] p(x)
este entropia alfabetului codului;
H(S)=H(C)=IH(X)<I|logD deoarece
H(X)<logD =maxH(X) de unde rezulta limita inferioara a lungimii
medii:

> H(S)

~ logD

H(S) _

=] | sau T <logD
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adica: informatia medie pe simbolul afabetului codului nu poate depas
entropia maxima a afabetului codului (log D).
Conditia de eficienta maxima codarii: H(C) =1 . logD

27. Parametrii codului

« Capacitatea codului
C=maxH(X)=logD

« Eficienta codului
_Nwin — H(S) _H(X)
| TlogD logD

« Redundanta codului

_IlogD-H(S) _logD-H(X)

" TlogD  logD

Coduri absolut optimale: I =1 . (=1 p=0)
Coduri optimale: lacare, [ >I . (n<l, p>0 )

p=1-n

Comparatie intre codurile A si D: pentru

[S]:[, , ,54] _ _
Slleessl Kl o=

-5 _p _HE)_7
[P]:[ﬂ. 1 } }D:[P] H(S) = ép(s)logp(s) 2 | vin logD _ 4
< Ba'g'sH b
Rezulta:
codul A: codul B:
[=31p(s)=2 f:ZLp@):g

|7
=mn = ' —gg |
r] | 8 ,7 - min :1
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28. Coduri absolut optimale si optimale

- Coduri absolut optimale; conditia de existenta a codurilor absolut
optimale

H(S) =1, logD =[§ l,p(s)] Hog D = % p(s)logD"; deoarece

_log p(s)

H(S)=-3 P(s)logp(s) realta:l, === """

p(s)=p(c)=D" s deoarecei p(s) =1seobtine:

N -
5D =
=1

« Coduri optimale
N

Daca p(s)zD™ - > D™ <1, rezulta inegalitatea lui Mc Millan, care
1=1

congtituie teorema de existenta a codurilor optimale (instantanee,
ireductibile)

e Teoremal-aalui Shannon

_log p(s)

Daca D7 o
p(s) logD

# intreg; atunci |; se poate alege casa

satisfaca inegalitatea:
—logp(s) | . ~1ogp(s)

+1 care prininmultirecu p. S sumareda:

logD logD
I_I(S)sl_< I_I(S)+1
logD log D

relatie valabila pentru orice sursafaramemorie deci si pentru sursa extinsa
[S"] lacare fiecare simbol este format dintr-un grup de n simboluri ale sursei
[§); in acest caz avem (sursa nu are memorie):

H(S") = nH(S);

in acest fel se face codarea pe grupe de n simboluri, lungimea medie a
cuvantului de cod ce corespunde acestui grup de simboluri satisface relatia:



H(S") _; _H(S)
logD logD
H(S) _r H(S)
logD

+1 sau

+1/n sau pentrun - o

Teoremal-aalui Shannon poate fi formulata astfel:
o Oricand se poate gasi un procedeu de codare absolut optimala a
unel surse S astfel incat lungimea medie a cuvintelor de cod sa
tindacatre I, si eficientacodului catre 1;

o Oricand se poate gasi un procedeu de codare a unei surse care sa
apropie oricat de mult informatia medie pe simbol H(S)/I de
capacitatea codului log D (codare absolut optimala).

In practica nu se poate can (numarul simbolurilor din grup) - o ; deaceea ne
multumim cu un procedeu de codare care sa duca la o eficienta maxima, iar
daca aceasta este subunitara, mai mica decat cea care se obtine pentru n — oo
am obtinut totusi o codare optimala. Adesea insa se se prefera din motive de

simplitate cazul n=1
« Procedee de codar e optimala (compacta)

o Principii generale:
- Simbolurilor celor mai probabile ale sursei li se aloca cuvintele
de cod cele mai scurte;
- Lungimilel; trebuie safie numere intregi;
- Lungimile cuvintelor de cod sa satisfacainegalitateaMc
Millan cat mai aproape de 1.

o Codare simbol cu simbol (n =1)

- Procedeul Shannon —Fano:

Pentru codare cu D simboluri se fac urmatorii pasi:

a) Simbolurile sursei se aranjeaza in ordinea descrescatoare a
probabilitatilor;

b) Se fac partitii succesive ale simbolurilor sursel in D submultimi de
probabilitati (sume ae probabilitatilor simbolurilor grupate in
submultime) cat mai apropiate; se atribuie fiecarei submultimi cat
unadin literele codului;
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c) Partitiil e se termina cand fiecare din submultimi contine cate un
singu smbol al surse;

d) Cuvantul de @d se obtine @ sir a literelor atribuite in partitiile
succesive.

Exemplul 1[p(s) =2"]: se omnsiderasursa[9 = [s,,...S] cu probabilitatile:
[P] =[1/4, 1/4, 1/8, 1/8, 1/16, 1/16, 1/16, 1/16]. Se cere codarea ®mpacta a
sursel cu D = 2. Codarea se face camai jos:

s | p(s) partitii G l;
s |4 0 0 00 2
s, | 1/4 1 01 2
s; | 1/8 0 0 100 3
s, | 1/8 1 101 3
s | 1/16 1 0 0 1100 4
s | 1/16 1 1 1101 4
s; | 1/16 1 0 1110 4
ss | 1/16 1 1111 4
Se cdculeaza:

| =2,75=1_ =H(S); n=1 p=0
Graful este:

Exemplul 2 [ p(s) #2™"]: Se onsiderasursaS = [s,,..., 4] cu probabilit atil e:
[P] =[0,45 Q30 Q15 Q10]. Sasecodeze mmpact sursacu D =2

s | p(s) partiti i G I
s, |045] 0 0 1
s, | 0,30 0 10 2
s 015|110 110 3
s, |0,10 1 111 3
Se

cdculeaza:
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H(S)=I_ =1782 [=180, =099

- Procedeul de codare Huffman

Pentru codare cu D simboluri se fac urmatorii pasi:

a) Cele N simboluri de sursei se aranjeaza in ordinea descrescatoare a
probabilitatilor; se noteaza sursa primaracu Ry;

b) Se grupeaza ultimele D simboluri de cele mai mici probabilitati, intr-un
simbol artificial r{ cu probabilitatea p(r;) egala cu suma probabilitatilor
simbolurilor grupate; se obtine sursarestransade ordin 1 Ry;

C) Se asigneaza cate una din literele afabetului codului celor D simboluri
grupate;

d) Se repeta pasii precedenti pana cand se gunge la 0 sursa restransa Ry.p
care furnizeaza doar D simboluri;

e) Cuvantul de cod complet, corespunzator unui simbol a sursei primare,
este constituit din secventa literelor codului obtinuta prin parcurgerea
surselor restranse in sensul opus restrangerii, pana la gasirea simbolului
original; aceasta echivaleaza cu parcurgerea unui arbore de la un nod final

|aradacina.

0,30 Exemplu:. Se considera
S ¢ sursacu [S = [sy,...,S] S
0.25 \ 055 [P] = [0,3 0,25 0,20 0,10
S, ~— 0>——— 0,10 0,05]. Se cere sa se

codeze sursacu D =2
0,20 1\ 1,00

330
s 010 & 0,45
A 0 \

0,10 1 0,25

L]

Ry R R R R,
Cuvintele de cod sunt:
c,=11; ¢, =10; c3 =01; ¢, = 001; cs = 0001; cg = 0000
Parametrii codarii sunt: H(S)=2,3, 1=24; | . =23 n=096
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Codarea pentru canalele cu perturbatii

29. Obiectivul codarii

Este imbunatatirea stabilitatii |la perturbatii; se face prin adaugare de
redundanta, de fapt simboluri de control care permit detectia sau corectia
erorilor. Locul codarii de cana intr-un sistem de comunicatii se arata mai

JOS.
Codare < Codare |3 canal 1yl Decodare Decodare
sursa canal canal sursa

! !

Introduce Reduce
redundanta redundanta
Sistemul daturat este un
v sistem detector de erori, ARQ,
C, Cu ceee automata de
_ s repetare (Automatic Repeat
P «— Request), folosit lao sursacu
C debit controlabil la care se
controleaza oprirea s
pornirea.  Pentru  detectia

erorilor este necesar canalul
de intoarcere C;, de capacitate redusa, prin care se solicita sursei repetarea
mesgjului eronat.

La canale cu perturbatii mari, pentru a limita repetarile, se foloseste si un
sistem automat de corectia erorilor.

30. Categorii de coduri

« Coduri bloc
la care informatia este organizatain cuvinte (blocuri de n ssmboluri)

o Coduri grup
la care cuvintele sunt privite cavectori intr-un spatiu vectorial;

o Coduri ciclice
|la care cuvintele sunt privite ca e emente intr-o algebra.
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« Coduri convolutionale (recurente)
la care prelucrareasimbolurilor generate de sursa se face mntinuu

31. Teoremaall-aalui Shannon

Daca avem o sursa cu debitul de informatie R (bit/s) si un canal de capaatate
C (bit/s) st daca R < C, exista un cod cu cuvinte de lungme n astfel incat
probabilit atea unei erori de decodare Pg safie:

P < 2—nE(R)
E S

E(R) este o functie nenegativa (vezi 4 ER
fig. daturata), numita exporentul erorii.

Obs.: teorema dirma ca indferent cat este

perturbatia din canal, se pot face transmisii cu

probahlit ate de eroare oricat de mica. !!

C R

32. Coduri grup binare

Sereprezinta matriced literele aivantului;
w = [ay, ...,a,], unde g sunt elementele unu camp cu daua demente notate
(0, 1). In spatiul vedoria regulil e de operare sunt:

adunare moduo 2 S multi plicare:
ll 0| 1 O] 0] 1
O] 0| 1 O| 0| O
11110 1101

Simbolurile 0 / 1 pd insemna absenta / prezenta semnal; sinusoida de
frecventaf, / sinusoida de freoventaf, (inreg. pe banda magnetica); u=0V /
u=2,7V (TTL), €c.
Cuvinte cu sens. care crespund cu mesgjele generate de sursa (cuvinte de
cod). Daca se noteaza ai W multimea auvintelor, in numar de N = 2", cu V
multimea cuvintelor cu sens, in numar S = 2* si cu F multimea cuvintelor
farasens, in numar 2"/ 2= 2"~¥ avem urmatoarel e situatii:
0 S=N=2" (toate auvintele au sens), informatia medie pe auvant
este: | =log N = niar informatiamedie pe simbol estei, = I/n=1
(bit/simb)
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o0 S=2undek < n;aunc | =logS=ks i=kn < iy,
intervenind redundantas cele n — k simboluri redundante se
folosesc la detectia si corectia eorilor. Seimpune ded caF sanu
fievida

Obs.: se poate ilustra grafic (vezi fig. de mal jos) aegerea cuvintelor de cod
pentru n = 3 (cu * s-areprezentat cuvantul cu sens S cu n S-areprezentat cel
fara sens).

1]

2 Toate auvintele cese pot forma (N = 2°) sunt cu
sens. orice awvant de d, prin eronare, se
transforma in at cuvant de cod: nu se poate face

a  detectie sau corectie,

(1)

ag Seadeg S= 2° cuvinte de md: aparitia unei_erori
condwe la un cuvant fara sens, modficandu-se
doar una din coordorete: se poate face detectia unei
erori (la a doua eroare cuvantul devine aivant de

% cod) dar nusi corectiaei.
2

Se deg S = 2 cuvinte de cod; se pot detecta doua
erori sau coreda o eroare.

0
(3 v, /'?
Graful de tranzitie pentru :: W

cuvintele de cod transmise pe un cana cu

y Y Y
perturbatii este: 2 2
W, 0 Wz

« Cuvintedecadementeale dasdor “alaturate’
Elementele multimii W se pot aranjain urmatorul tabel, astfel:

— in prima linie (clasa a |-a): elementele multimii V (cuvintele cu sens

vV ), incepand cu elementul O (matricea 0);

— inlinia adoua (clasa all-a) seincepe a1 und din cuvintele fara sens cu
numarul cel mai mic de mmponente 1, notat cu &;; restul elementelor se

formeaza, adunand modulo 2 e g, la elementele primei li nii;
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in linia atreia (clasa alll-a) se incepe din noucu und din cuvintele

fara sens cu numarul cel mai mic de comporente 1, notat cu €,; restul
elementelor se formeaza, adurand moduo 2 pe &, la elementele primel
linii; operatia se continua pana cand se epuizeaza dementele din W.

0 A Vv, Vo,
e v, Ug v,Ug ... v, Ug
e, v,Ue, v,Ueg, .. v, 0¢g,

Dupa cum se stie, avem:

viOg; =v;'0O0W 0Ov,0V si g 0OW,

deci in tablou avem toate avintele din W, in prima linie fiind cde au sens.
Pe baza tabloului se face decodarea, recunoscand coloana in care figureaza
cuvantul receptionat v;’, primul element din coloana fiind cuvantul transmis
de sursa, respectiv cuvantul in care eroril e sunt corectate.

Exemplu; W are 2* = 16 cuvinte in care 2' = 2 sunt cuvinte a sens. Clasele

aaturate sunt:
[0000 [111] Obs:. - dacareceptionam cuvantul: 1000
decidem ca s-atransmis cuvantul: 0000
(000 [1110 - dacareceptionamcuvantul: 1011
[0010 1103 {ecidem cas-atransmis cuvantul: 1111
[0100 [101] - cuvintele din prima oloana (primele

[100q [0111 elemente in clasele daturate) indica pozitiain care au

intervenit erori: au 1in paztiile eonate restul fiind
(001 [1104 0; acestea sunt cuvintele eroare. Cuvintde dintr-o
[010] [101Q coloana sunt mai “apropiate” de primul cuvant din
[100] [011q coloanarespectivadecat de oricare alt cuvant.

33. Distanta Hamming

Cuvintele de cod se noteaza cu v; iar cuvintele receptionate cu v'; (provin dn
v; dar pot fi diferi de acestea datorita perturbatiil or),

Vi =&, a5, ...a]

Vi =[a ai,.ah, ]

daca v, =V (g =4a) - transmisiefara eroare

Dacaavem douacuvinte v; s v, prin definitie functia distanta este:
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D(v;, VJ.) = kgl(aik O ajk)

Obs.: distanta intre doua auvinte de cod este egala ai nr. de simbaluri
(coordorete) prin care cele doua cuvinte se deosebesc. Pentru coduile din
fig. demai sus: D = 1, pentru (1); D = 2, pentru (2); D = 3, pentru (3).

« Dedzia pebaza dstantei minime

Se presupune ca transmisia se face prin canal binar simetric fara memorie
unde q este probabilitatea de transmisie corecta si p este probabilitatea de
transmisie eronata.

Graful detranzitie este: pp
uncep+qg=1 .
v, ¢ vV,

Dac serecgptioneaza Vv’ j, probabilitateasa provinadin v; este:
p(Vi /Vi') = pD(Vi"Vi)qn_D(Vi'xVi)

iar probabiltatea sa provinadin v; este:
D(v;',vj) n=D(v;',vj)

p(v;/vi")=p q

pentru p<<ls gq=1

p(v, /v;") Op°t")

p(v; /v Op>t ™

daca D(v;",v;)<D(v;",v;) 0] #i aunci sepoae dedde pe baza relatiei:
p(v;/v;")>p(v;/v;") 0]#i casatransmisV; daca s-a receptiona v’

(decizie pe baza distantei minime sau pe baza probabilitatii condtionate
maxime)

« Regiuni de deczie
Se poate face o partitie a multimii Win submultimi diguncteW,
in jurul punctelor v OW cu proprietatea catoate punctele v.'W sunt mai

aproape de purctul v; decat de oricare punct v; pentru j #i. Daca pentru un
purct vi" areloc relatia:
D(v;",v;)<D(v;",v;) O]#i,

atunci
v,'OW
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Multimea punctelor v/ care se gasesc la aceeas distanta
D(v;",v;)=D(v;",v;) fatadev;s v;s carenu pot fi inglobate in unadin
W, se noteaza cu W,.
In acest caz :
W=V OF =W, OW0,...,.0W,
Lareceptionareav;’ pot apare urmatoarele situatii:
v;'0F O v;' nueste cuvant de cod si se poate face detectia erorilor;

v;'0OW respectiv D(v;',v;) <D(v;",v;) 0O ]#i, sepoate face corectia

[ |

erorilor: sedecide cav;’ provinedin v,

v,'OW, respectiv D(v;',v;) =D(v;",v;), erorile nu pot fi corectate dar
pot fi detectate decarece W, UF si v,'UF.

Obs.: Posibilitatile de detectie s coredie ale unu cod depind ce distanta
minima intre douacuvinte de ad (toate elementele v,'[JW se decodifica in
v; daca v, W se gaseste la distanta mare de de cel mai apropiat cuvant cu
sens v, OW;). Astfel, pentru detectia a ey erori, distanta minima intre

cuvintele de cod trebuie sa fie: Dy, = €4 + 1 iar pentru corectia a . erori,

€4 1 € 1 [
[ 4 L L J [ *—©O @
Vi vy’ Vi Vi ViV Vi
34. Cuvantul eroare

Se defineste un cuvant eroare € care are simboluri din acelas alfabet cu
cuvintele de cod si cu aceeasi lungime n, generat de perturbatiile din canal.
Cuvantul eroare poate fi scrisin forma

e=[e, &, ..5,]

Cuvantul eronat se obtine cu relatia:

v;"=v, e (transformarea directa)

Exemplu (caz binar): pentru v, =[100] si o perturbatie & =[010]

cuvantul eronat vafi:v;' =[110]

Cuvantul corectat se obtine cu reatia:
v; =Vv,'Ue (transformareainversa)

cu conditia cunoasterii lui €.
Cuvantul eroare mai poatefi scrissi sub forma:
a= |_...Gil ...CXiZ J
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unde a; sunt simboluri 1, celelate panalan fiind O iar i, sunt numere de la

1lan, care arata pozitiain care apare eroarea.
Modelul deintroducere si corectare aerorilor este dat in figurade mai jos:

Candl , Receptor
Vi Vi Vi
? >€% >
€ €

e Erori

o Eroriindividuale
Ele apar ca rezultat a unor perturbatii accidentale mai scurte decat durata
simbolului si afecteazain mod individua (izolat) fiecare simbol;
Probabilitatea de aparitie a unor r simboluri eronate intr-un cuvant de n
simboluri este data de o lege de distributie binomiala de forma:
p(r)=C. p'(1-p)™" iar probabilitatea de aparitie a e<r erori este data de
functia de repartitie corespunzatoare;

P(r<e)= z o(r) = z Clp (- p)™

Pentru un caz particular (cand
foarte  perturbat) p(r) este
reprezentat alaturat: se vede ca
scade rapid peste o vaoarealui r

p(r)

i } —t } } >
2468100 ' Pentru un cana  obisnuit
p=1072..107 iar pentru canae profesiondep = 10"

o Eroriin pachete
Ele apar pentru perturbatii care dureaza mai mult ca ssimbolul s de aceea
apar grupate; ele apar deobicei ca rezultat a unor intreruperi in canaul de
transmisie sau defectiuni in suportul de stocare ainformatiei.
Definitii:
Pachete de @ori: 0 succesiune de ssmboluri (corecte sau eronate), in care
primul si ultimul simbol sunt eronate si in care simbolurile corecte succesive
apar in grupuri des<r simboluri;
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Lungimea | a unui pachet de erori: numarul total de smboluri (eronate sau
neeronate) care formeaza pachetul de eori;
Densitatea D a erorilor: raportul dintre numarul de ssmboluri eronate din
pachet si numarul total de simbaluri;
Cuvantul eroare care contine un pechet de erori de lungime | va avea |
simboluri 0 s 1, din care primul s ultimul (ssimboluri eronate) sunt 1. El
poate fi scris sub forma:
a= [...aisi +1--€j+| =20 +] _1...] unde:
a; estesimbolul 1 plasat in pozitiai;
Ei+k €se simbolul 0 saul dasat in pazitia i+k, cu restrictia @ nu pd sa gara
succesiv un nunar de“0” mai mare sau egal cu “r”.



Mecanismul de detectie sl de corectie a erorilor

35. Corectori

Elemente z[0Z destinate sa indice pozitiile din cuvantul cod in care s-au
introdus erori: se stabileste o corespondenta univoca intre multimea W si
multimea Z, definind operatorul #f asa incat #{v,'}=z v, 0W zOZ. Se
impune conditia
#{v'}=0 dacav,'=v, adicav, estecuvant decod(transmisie faraerori)
#{v.'}=2z#0 incazcontrar

36. Conditia decorectiaaerorilor

Pentru fiecare cuvant eroare generat de perturbatiile din canal sa existe un
singur corector distinct diferit de zero sau: corespondenta intre elementele
multimii E a tuturor cuvintelor eroare si cele ale multimii Z a corectorilor
trebuie safie biunivoca
A ceasta corespondenta se poate stabili, definind un alt operator D :

D{z}=¢ De}=z2

37. M ecanismul de detectie sau coredia erorilor
o Daca #{v,'}#0, se spune cas-afacut detectiaerorilor;
o Daca #{v,’} =z cunoscut se procedeaza astfel:
D{z} =& obtinand cuvantul eroare s

vi =v;'0¢& obtinand cuvantul corectat(cuvantul de cod transmis)

38. M atricea de corectiea eroril or

Se considera o transformare liniara univoca de la W la Z, definita de
ecudiile:
h,a '+h,a,'+..+ha'=2

oooooooooooooooooooooooooooooooooooo

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

hm1a1/+hm2a2/+‘“ + hmnan/ = Zm

unde: a'sunt simbolurile cuvantului receptionat v,' =|a,'a,".a, |
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Z. sunt componentele corectorului z

sl=tals

o rirariri

sals

h, sunt parametrii care determina transformarea #4; e pot fi ordonati intr-o

matrice, H, care in continuare se va numi (din motive ce vor fi explicate mai
departe) matricea de control:

thy, h, .. hy E
5121 h, .. h, C
H=0. .. ..

e L
[ C
D;;; see see see [
Hw M o RE
Ecuatiile mai pot fi scrise astfel:

Hv' =2z
sau, dacav'=v, Hv" =Hv' =0.

39. Codarea codurilor grup cu ajutorul matricei de control H

In figurade mai jos este data schema codarii pe baza matricii H.

Relatia de codare este Hv' =0 s este un sistem de m ecuatii cu m
necunoscute: simbolurile de control.

Coduri sistematice:

Convenim in cele ce urmeaza ca in cuvantul de cod primele m simboluri sa
fie simboluri redundante care servesc detectiel sau corectiel de erori
(ssmboluri de control), iar ultimele k simboluri sa fie smboluri generate de
sursa (simboluri de informatie); ca urmare cuvantul de cod are forma:

v, =|a.a,a,.,.-a]; dacasenoteaza

C= I.aia'mJ SI I = I.am+1 a'm+2”‘ am+kJ [I] @ ﬂ Cana
unde m+k=n

avem:. T [c]

v =]ci] .

Pentru a determina cele m simboluri de P Hv =0

control in functie de cele k simboluri de
informatie, se pune conditia ca v sa fie cuvant de cod (corectorul
corespunzator safie nul):
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T 'O T T T T
Hv :[ImQ]HT[FO respectiv ¢’ +Qi" =0 sau ¢’ =Qi
]
O G o O &0 AL

%121 q22 q2k %TMZE %'ZE
... O, EO.LC
[ M 0O 0O C
M- 00°r
@Iml qm2 qu @‘Mka @THE
de unde:

k _ -
=3 Gyany  J= 1m

In general, codurile sistematice pot avea simbolurile de control s de
informatie grupate atat pe pozitiile initiale si respectiv finale (camai sus) cat
s invers. Ele au avantgul ca operatia de corectie a erorilor e simpla ca s
separarea simbolurilor de informatie.

Relatii intre coloanele matricel H in cazul corectiei erorilor
Pentru corectiaae erori din cuvantul v’:
v=vle
e=|.a,.q ..
conditiile pentru H cand trebuie corectate cele e erori (simboluri 1) se
determina astfel:
z=Hv'"=Hv' +He' =He" sau
0.
[

2=,h,.h. )0 © undeh, -

.
=R

%FE}

Frararirir

sunt coloandle lui H, sau

'3::9:”:3

I'I_I'II_II_I

z=|.a h +..+ah +.|=|h +..+h | decarecea, =1

Pentru a corecta e erori indiferent de poztiile in care intervin este necesar
ca sumele modulo 2 a cate e coloane oarecare din matricea H sa fie
distincte: in acest fel se obtin corectori distincti pentru fiecare cuvant eroare
care contine e erori.

Daca coloanele lui H sunt astfel aleseincat :

h, +..+h_#h_ +.+h _ Oidistincte=1nsi0j, distincte=1n
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adunand in ambii membrii coloandle h i ..h. se obtine:

le
h, +..+h,_+h; +..+h, #0 sau
h, +..+h,#0 Oi =1n

Daca coloanele matricel H indeplinesc conditiile de mai sus, atunci exista
posibilitatea de a se corecta e erori oarecare.

Relatii intre coloanele matricel H in cazul detectie erorilor
Pentru detectiaad erori:

e=|.q;..a;..] dinconditia

He" 20 rezulta

0. O
[
0
[h1d+ +hy ]D 57:0 sau:

Q,,, Q
[h’i1+m+h’idj;t0 i, distinct =1Ln adica
Pentru a detecta d erori indiferent de poztiile in care intervin este necesar
ca sumele modulo 2 a cate d coloane oarecare din matricea H’ sa fie diferite
de zero fara a fi neaparat distincte. In cazul detectiel unei singure erori,
toate coloanele lui H' trebuie sa fie diferite de zero dar nu neaparat
distincte.
Daca numarul erorilor care trebuie detectate este impar: d = 2p + 1, conditia
de detectie devine:
hi +.+ h'. ., 70 care este satisfacuta daca se impune:

, Y = LN
Hl H o g
H= Hl h12 hlnE care daca se introduce in prima relatie se obtine

(tinand cont ca suma modulo 2 aunui numar par de simboluri 1 este nula) :

th, +..+h, 0O o,
"0 relatie satisfacuta pentru orice vaori de
o TFRTE

coloanelorh, in particular pentru valori nule. In acest caz:
H'=|11..1] s incuvantul decod:

v=|a a,..a,,a,]
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ultimele k = n — 1 simboluri reprezinta ssmboluri de informatie iar primul
simbal a; este ssmbalul de verificare a paritatii determinat de:

H'v' =0 sau, tinand contde H'=[11,...1],

a=at..+ta,

Dacalareceptie H'v'" #0 respectiv:

a'+a,+..+a #0 se poate airma cain transmisie s-a introdus un numar
impar de eori.

Daca se introduce sau se alauga pe langa simbolurile de coredie un simbal
de oontrol al paritatii se creeaza paosibilit atea sa se corecteze o eroare Si sa se

detecteze toate erorile dube. In acest caz matricea de control devine;
h, ® h, h, .. hr

_ -~ h.C
B el R E s
Coredorul este:

—H v = [z, 0
IR A
Sau:
@, 0
© h h, .. hn%'lg O+a,h, +..+a h 0 [z

H 1 1 .. 1 DHa+a++aH@H_

n D
Se considera ca matricile @loana hy din H indeplinesc conditiil e necesare
pentru corediaunei erori; atunci deadem urmatoarele;
;=049 2, = 0 undk z; are melemente; nu avem erori;
;72098 7, = 1: existao eroare @rectabil a;
z,=08 7z =1: a ( este erondt;
z:# 08l 2, = 0: existadoua erori necorectabil e.

« Codarea codurilor grup cu ajutorul matricei generatoare G

Se defineste matricea generatoare cu relatia
=iG sautinandcontde relatia

Hv' =0
H({G) =HG'i" =0 0i
HG' =0 careestdegaturantreceledouamatrici

DacaH =[1,Q] s G=[Q'l)], relatiadelegatura este satisfacuta:
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HGT=[ImQ]éQ§=[Q+Q]=0

DacasencteazaP = Q', G =[Pl,] avem:
v=iG =[Pl ] =[iPi] = [c] ded

c=iP sau
[Py P o PO
P o Pami
<::[irm1...im]m21 _22 | .mB:[cl...cm]

[]
Elpkl P2 -+ Puml
k-
C :Zl'mﬂpij

o0 Formarea corectorilor la codarea cu matricea G
z' = vH = [Ci][lm P']" =[c +i'P]

Cu ndatia ¢’ = i'P (simboluri de control pe baza simbodurilor de
informatie eonate) avem:
ZT - C, + CH

_> C1

[ ] v z
V’ {
il
e

« Codul Hamming grup coredor deo eroare

Acest cod este cracterizat de o matrice H in care ®loana h; este
reprezentareabinaraa numarului i:

Mm 0 0 . . 1C

] C

0 I

a . L

H=[h,h,..h ]= C
00 .. .

0 1 1 .1 E

%. 01 0 1°

unde seremarca: h; +h; # O pentru oricei #j.
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Cuvantul eroare, cu o singura eroare, este:
€= [...Gi ],
Cuvantul receptionat este:
V’j =V + €,
Coredorul corespureator este:
z=Hv';" =He' sau:

z=T[hyhy ...hi ...hg] =h, adica mrectorul este reprezentarea binara a

DOg0O0
OOooOnOad

[
[0

numarului i care indica pozitia in care exista 0 eroare. In acest caz decodarea
sereducelao conversiedelabinar lazecimal.

Codu Hamming care poate @reda toate erorile simple dar nu pcte
corectanici 0 eroare dubla, se numeste un cod perfect.

o Codarea codului Hamming

Pentru simplificare, cde m pozitii ale ssmbolurilor de ontrol se deg sa
corespunca coloanelor lui H cu osinguracomponrenta diferitade zro:
pozitiile 2°, 2%, 2%,....2™" restul pozitiilor se repartizeaza simbolurilor de
informatie (codul nu este sistematic). Daca se noteaza simbolurile de control
cu ¢ s celedeinformatie cu ij, cuvantul de codsescrle

=[ci1CizCis ... 1y larg sunt date derdlatia: HV' =0 sau de:

o0
3,0
2]
[hyhs ...h,] Bf’ Bzo
00
0 O
N
Saul:
00 0 [OF A0
00 OO0 OO0 00
chD+02DD+| U0 +i DD—O relatie echivalenta aum
a0 °a0

Eim caliliels Hm

ecuatii cu m necunoscute cu care se determinac; functie dei;:
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C =iy i+ ti
C, =iy +ig+..+i

C, =g +ig +...¥i,

o Dewdarea codului Hamming
Lareceptie se cdculeazacorectorul cu relatia

AR EllE
0 [ '2[
z =Hv'' = D D- [hy ...h ] O. C sau, analog cazului precedent:
[
D 0 C
[ :
H'WE

Z,= CiH' g+ +. . +1'
Z, 1 =CoH'gH s+ 41

numarul binar astfel calculat (z; z z...z,) este convertit binar — zecimal,
obtinandu-se indicarea pozitiel erorii, permitand astfel corectiad.

Pentru coredia unei singue eori, trebuie ca numarul corectorilor 2™ >
n+1 pentru a indica o eroare intr-unu din cele n simboluri ale cuvantului
regeptionat sau pentru a arata ca nu sunt erori. Deci relatia de mal sus sau
relatia 2" > k+ m+ 1 determina numarul simbolurilor de control cand se da
numarul k al simboluril or deinformatie, |a corectiaune singure erori.
Exemplul 1. o sursa genereaza informatia, codata cu un cod Hamming
corector de o eroare, sub forma de sir de mesgje independente dintr-un set de
N = 20 mesge. Se procedeaza astfdl:

- N=20e 2“deci k=5simbduri, rdaia2™ > k + m+ 1 este

satisfacutapentrum=4

- MatriceaH va avea dimensiunea mxn:;




Wnwul={wiu]=

O +r O O

L O O

1

o +— O

o

o +— O

0
1
1

=

0

R = PO

Cuvantul de cod este:
V =[C1 Cpi3Cyis5igiy Cqig]

o O O B

1r

C
OF
oC

1r

62

- Simbolurile de coredie sunt (din ecuatiil e Hv' = 0):
CG=Igtlgt 1y
C = i3+ i6+ i7
Ci= g+ is+i7+ig

€e=[010000000]
cuvantul receptionat este:
V' =[C1(C2+1)i3Csi5igi7 Cglg]
corectorul este:
Zp=C + i3+ i5+ i7+ i9: 0
z3=(C+ 1) +iz+ig+iz=1
Z> = C4+ i5+ i6+ i7= 0
Z1=Cg+ig=0

prin urmare trebuie sa se corecteaza pozitia 2.

Daca cuvantul eroare este:

5
z=h,= %)E

1
o]

Exemplul 2: se considera azul k =4 deunderezultam=3 s n=7. Matricea
de control este:
M 0 0 1 1 1 1C

H=%)110011[

RD

C

A 01010 1F

V:[(_31 Cz_is C4_i5i6i7]
Ci=lIg+lIg+ 1y
C = i3+ i6+ i7
Cq = i5+ i6+ i7

n

Z1=C4 t+is +ig +i7
Z,=C) +i3 +ig +1i7
Z3=C  +i3g +is +i7

Pl
&
<

O
VY'Y

C1

C

A A

A

In schema daturata se
da un codor pentru un
cod Hamming corector
de o eroare, conform cu
v exemplul 2. RD este

»  registrul de deplasare in
care se inscriu i; S G
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calculate pe baza ij, dupa care inscrierile se blocheaza si laiesire se emite v
cao succesiuneis, ig, is, Ca..., in ritmul de tact.

4

0
Y]
O
Z3 <
0 [%
V ‘_‘ Y
—> o' | s Cy is Hof is |- 17 >
(i S S ;
> D

In schema de ma sus avem decodorul unde D este un convertor binar-
zecimal care corecteaza automat eroarea la pozitiadecodificaadin (z1,25,23).
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Coduri ciclice

Surt coduile bloc in care cde n simboluri din cuvant sunt considerate ca
fiind coeficientii unu polinom de grad n -1, cuvantul fiind de forma:
V(X) = ap+ aX +ap +... +a, X"t cuag{0, 1} sau
v=[aa... an1]
In cele ceurmeaza mnsideram ca multimeatuturor cuvintelor este generata’
de un pdinom p(x) de grad n, ales de forma:
p(x) = X" +1
lar multimea avintelor cu sens este generata de un pdinom g(x), numit si
polinomul generator al coduui, de grad mde forma:

009 = Go +giX +... +gmaX™ +X"
Se poate arata @intre cele doua polincame generatoare existarelatia

p(X) = g(X) h(x) unde h(x) este de forma:

h(X) = hg + hyx + ...+ hxX*
Proprietate; La codu ciclic, da@a v este un cuvant cu sens atunci Si orice
permutare ciclica asimboluril or sale este un cuvant cu sens:

[& &+1...801 80 A1...8.1]
Obs.: Multimea aivintelor generate de p(X) are 2" elemente din care degem
2% caora le dribuim sens (ecestea formeaza multimea auvintelor cu sens
generate de palinomul g(x) de grad m).

40. Codarea cuvintelor de cod ca e emente in multimea cuvinteor
CuU sens generata de g(x)

In acest caz v(x) trebuie safieun multiplu a lui g(x):
v(X) = i(X) g(x) undei(x) este painomul simbolurilor de informatie:
i(X) = @m +amiX+ ... + X
Pentru a obtine un cod sistematic se determina simbolurile de ontrol,
folosind pdinomul generator g(x), astfel:
1) se observa cav(x) se poate scrie sub forma:
v(X) = c(X) + X" i(X) unde c(x) este polinomul simbdlurilor de control:
c(X) = ag+ agX +... +ag X"
2) seimpartein ambele parti cu g(X):

v(Xx) _ ¢(x) N X"i(X)

= lar ultimul termen serescrie:
a(x) 9(x) a(x)

! vez anexaAl- 1)
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X71(x) :q(x)+M unde r(x) este restul impartirii, polinom de grad
9(x) 9(x)

mai mic decat m. Ultimarelatie se poate scrie s :

10X X700 2 gy sa r(x)+xTi(x) = q(x)g(x) de unde;
g(x)  9(x)

c(x)=r(x)=rest

X"i(x)

g(Xx)

Alta metoda pentru determinarea simbolurilor de control se bazeaza pe
introducereamatricii generatoare G. Se observaca:

v(x) = a(x) g(x) sau .

V(X) =Gog(X) + g+ ... + X g(xX) deci V(X) se gaseste in liniile matricei
generatoare G, avand k linii si n coloane;

Ego 9 .- 0, 0 .. OE
DO Jd - 9, O .. OE
G=0. L
[ C
|:|. . . . . . . |:
0 .. 0 gy O - OnE

unde coeficientii puterilor lui x absente au fost inlocuiti cu zero; cu matricea
generatoare G se poate face codarea cu relatia:

v=iG
Ccu care se obtin simbolurile de control rezultate cu metoda anterioara, cand
s-aplecat delarelatia v(X) = q(x) g(x) dacaq(x) = i(X).

41. Codarea cuvinteor de cod cu ajutorul polinomului de control
h(x)
v(X) = q(X) g(x) sau, multiplicand cu h(x):
v()h(x) = () g(x)h(x) = a(x) p(x)
Deoarece p(X) = g(X) h(X) = 0 rezulta
h(X)v(X)= 0 ;
se poate” arata carelatia scalarade mai sus poate fi scrisa sub forma:
Hv' =0, relatie cu care se poate face codarea.
unde:

2Vezi anexaAl- 3)
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[0 0 h hC
C
0 .0 h h, OF
H =L1. oL
[] C
|:|. . . . . . . O[
... hh 0 .. 0 OF
vV=[aa; ...an]
De esemenea se poate arata ca:
GH'=HG'

Exemplu: Se transmite un numar de 16 mesge pe un cana cu perturbatii,
util zand uncod ciclic corector de o eroare.

Relatia 2 >16 este satisfacutade k = 4; rdlatia2™>m+ k+1dem=3,n=7.
Gradul polinomului g(x) vafi ded m=3: g(x) = x> + xX* + 1 iar gradul lui
p(x) vafin=7: p(x) = x’ +1.

p(x) _1+x" _ 1+ X’
g(x) g(x) 1+x*+x°
deci matricile G (kxn) s H ( mxn) vor fi:
01 1 0 0 OC

L
O

OoC

0
1

1 1F
0

1

=x*+x3+x°+1

h(x) =

®
I

1C

C
OF
1010 OF

a) codarea au H seface astfel:
V=[CoCyCrizlsisig]
Hv =0
vada simboluril e de cntrol functie de cele de informatie:

I

1
LSS G5 MLETH

P P O r O

P, o R

P P, O O O B

1
1
0
1
0
1

C +i3+i4 +ig=0 Cc = i3+i4+i6
C1+Co +igtis =0 ¢ = igtigtig
Co+CitCotis=0 Co=igtistis

Cele 16 mesge emise de sursa sunt:



mesaj i3 i4 i5 i6 Co|C |C i3 I i5 lg
0 0/0(0O(O0O}JO OO0 |O0]|O(0O]|O0
1 0/0(0Of1}j0 (1 1 |0]|0(0]|O0
2 0/0(1/0}j1 (1 /010|010
3 0/(0(1(1}j1/0 1 |0]|01]|1
15 1/1{12(12(12 (1 1 (1/1|1|1
b) codarea au G se face astfel:
M 01 1 0 0 OC
C
1 01100
V=iG =[izislis5i %) L=
lalalsld 6 1 0 1 1 or
0010 1 1f
=[is ig igtis iztigtie igtis istie ig]
Cele 16 mesge anise de sursavor fi:
mesa i3 i4 i5 i6 i3 i4 i3+i5 i3+i4+i6 i4+i5 i5+i6 i6
0 0/0/0/0}0 (O0]0 0 0 0 0
1 0/0/0/1]0 (O0]0 1 0 1 1
2 0/0/1/0}|]0 (0]1 0 1 1 0
3 0/0/1/1]0 (01 1 1 0 1
13 1/1{0(1)1 |11 1 1 1 1
14 1{1{1(/0)1 |10 1 0 1 0
15 1{1{1(1)1 |10 1 0 0 1

Obs.: gpatiul cuvintelor cu sens este aelas indiferent de modu de
codare: cu H sau cu G, insa difera corespondenta intre secventa
informationala de 4 hit (i3 i4 i5 ig) S cuvintele cu sens de 7 hit. De ex.
cuvantul [1 111 1 1 JLcorespuncein primul caz secventel informationale
(111)sina dolea azseoventel (1 10 1), coresponcente marcae in

tabele cu linieonddata.
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42. Decodarea codurilor ciclice
1. se calculeaza pentru un cuvant receptionat:
vV (x)
9(x)
Obs.: in acest caz s-a notat cu i faptul ca la transmisie a intervenit tipul de
eroare (inca necunoscuta) &,.
2. se cauta intr-un tabel, construit in prealabil, corespondenta dintre
corectorul calculat lapct. 1 z (X) s cuvantul eroare respectiv &(X);
3. secaculeaza:
V() = V'(x) + &(X)
Obs.: 0 metoda de stabilire atabelului este sa se calculeze z, pe bazarelatiei

& (X
Z = rest—'( )
g(x)
pentru diversi &. Se observa acum din nou ca exista un singur tip de corector
z, pentru toate cuvintele eronate cu &. Tabelul poate fi stocat intr-o memorie

ROM pentru calcul automat lareceptie.

z(x)=rest
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Circuitede codare si decodare a codurilor ciclice

43. Circuite de divizare prin polinomul g(x), pentru codarea s
decodarea codurilor ciclice.
Circuit de divizare a polinoamelor: in figura de ma jos se da schema
circuitului de divizare a polinomului u(x) prin g(x), unde coeficientii restului
r(x) sunt stoceti in celuleiar catul este y(x):

D

@ &P B D[] , B Cm:

I 02 Om-2 T Om-1 Om =1
-« . - >

&
<

Qo=1

>

ux) = ax" +...+ag

g(¥) = gmX™ ..+ Qo
Se introduce operatorul de intarziere D care reprezinta intarzierea cu un tact
introdusa de o celula binara; cu aceasta polinomul u(x) se scrie ca secventa
de date;

U=aD’+..+a,D",
ceea ce mseamna ca coeficientii @ se aplica la intrare in ordine
descrescatoare; D° = 1 reprezinta operatorul de intarziere nula s arata ca
initial a, se gaseste la intrarea celulei C, iar termenul agD" arata ca dupa n
tacte ap gjunge laintrareacelulel Cy
Functia de transfer acircuitului este:

T= A ;
U

Pentru determinarea lui T, se ia un caz particular, presupunand ca la intrare
se aplica chiar g(x); dupa primul tact, pornind din starea initiala nula,
circuitul se aflain urmatoarea situétie:

o v ‘) /
— Co 4n C —b@— ————— > > Cin-2 _’@_’ Cma lIVO
Qo= Tgl

Y
[ 02 Om-2 [ Om-1 Om =1

<
<

<
<

lar, dupa mtacte, circuitul vafi in urmatoarea situatie:

a O Q2 Omz O Om1 O Om=1

_,6‘9_> Co —%TL c|—>p-—> &— Cn2 P —{Cma

01 T 02 T Om-2 T Om-1 om=1
| < B A

< <

Qo=1

<&
<

A
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primul simbol aplicat la intrare g,=1, gungand la iesire deci in acest
moment Y = g,D™ si la intrarea tuturor cdulelor va fi simbalul 0; la tactul
m+1 iesirile tuturor celulelor devin 0 ded Y = g,D™ #0 numai la tactul m,
avand unsingu termen. Deci in acest caz avem:

Y g, D" 1

U g,D°+g,.,D'+..+g,D™ g,+..+g, D"
dacaD™ - x, sepoate dirmaca drcuitul face o divizare a g(x).

In cazul general, cand pdinomul de intrare este de grad n, catul divizarii se
obtine laiesire dupan tacte iar restul va apare stocat in registru latactul n.
Exemplul 1: pentrun=7,m= 3

g(x) =X +xX¢ +1

u(x) Y(X)
— - Co » C — G >
io:_l' 44?92:1 v %=1
a) Pentru: Reguli de alcul pentru succesiunea staril or:
u(x) = X" +x° +x°+x° $Co=U+stC):stCi=stCy:
y(x) =x* +x° StC=stCy +stCy; Y=t Cy.
rx)=0 (st G este stareaprecedentaa clulei Cy)
succesiunea staril or este data in tabelul urmator:
0 0 0 0 0
1 |a=1 |1 0 0 0
2 |az=1 |1 1 0 0
3 |as=1 |1 1 1 0
4 |a,=0 |1 1 0 1 (< XY
5 |a=0 |0 1 1 0 (< X
6 |a=1 |0 0 0 1 (< X9
7 |a;=0 |0 0 0 0 (< XY
8 |@=0 [0(=x) |0 (=x) |0 (=X) [0 (- X)
b) Pentru
u(x) =X’ +x° +3C+x+ 1
y(X) =X+
r(X) =% +x+1

succesiunea staril or este data in tabelul urmator:
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tact | IN (V) Co C C, |OUT (V)

0 0 0 0 0
1 |a=1 |1 0 0 0
2 la=1 |1 1 0 0
3 la=1 |1 1 1 0
4 |a=0 |1 1 0 1 (« X
5 |a;=0 [0 1 1 0 (« X)
6 |a=0 |1 0 0 1 (« %)
7 la=1 |1 1 0 0 (« X
8 la=1 [1(=X) [1(=x) [1(=X) |0 (= X

« Codor cu circuitededivizare
Relatia de codare pentru coduri ciclice este:
X"i(X)

v( X) =rest +X"i( X)

Se observa ca, daca u(x) = i(X) se introduce ca in schema de divizare care
urmesaza, aceasta divizeaza polinomul x"i(x) prin g(x):

—>—n
01 [ 02

Circuitul de codare acodului ciclic este urmatorul:

—>H—
01

Cm—2

_’@_’ Cn1

I gm—l

< 9

Co

»

C

go=1

<
<

Om-2

<
<

F 3

Cm—2

Co

C

=1

<
<%

Om-2

A
A

1: k tacte

0: mtact
Poarta P, este deschisa pe durata primelor k tacte, permitarr?d pg de o parte

transmisia spre iesire prin P; a celor k simboluri de informatie, pe de ata
parte introducerea acestora in circuitul de divizare pentru calculul restului;
restul, care constituie simbolurile de control, apare in registru la tactul k+1,
cand P, este deschisa si P; este inchisa; P, ramane deschisa timp de m tacte
pentru a permite evacuarea simbolurilor de control, care sunt plasate cu
gutorul lui Pz in continuarea simbolurilor de informatie pentru completarea
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cuvantului de cod. Dupa evacuareasimbolurilor de control registrul revine
in stare initiala nula, pregatit pentru codarea cuvantului urmator.

« Deamdor cu circuitededivizare

Deawodarea presupure @alculul corectorului z(x) = rest(v' (x)/g(x)) cu gutorul
urmatorului circuit:

— Co —n C; "o ————— {u » Cin2 D> Cina
/'y
Q=1 01 I 02 Om-2 I Om-1 Om=1
< < - y R

P <
< < * < < »

Pentru detedia erorilor trebuie verifica daa z(x) este sau nu nd: daca la
lesirea portii SAU apare“1” atunci z(x) # 0, detectandu-se erori.

Exemplul 2: circuit codar pentru g(x) = X° + x* + 1

Regulil ede
functionare:
G | o |-@p— Co=1+Cy
: ‘ +C,';
o7t o % C,=Co;
Co=1+C;
V=1 pt
Taa l.4
1": 4 tact Mg
“1": 4 tacte
0" 3 tate Taa b..7
Succesiunea starilor este data in urmatorul tabel:
Tad | IN(1) |Cy | C1 |G, |OUT(V) || 5 0 0O [1 |0 |[0=GC,
0 O |0 [0 |0 6 0 0O |0 |1 |[0=C;
1 |1 |1 |0 |1 |1=ig (7 |0 |0 |O |O |1=GCy
2 0 1 |1 |1 |O=is
3 1 O [1 |1 |1=i,4
4 0 1 |0 |0 |O=is




Exemplul 3: Circuit decodar pentru g(x) = x° + x* + 1

V1

—P o y G

4

»

Qo =1

U
A

G

%=1

=D

A

VgB:]-

Regulile de
functionare:
C=C{ +C;
C]_ - C()’

CO =1+ Cz’

Succesiunea staril or este data in tabelele urmatoare, pentru dowa Gazuri:
a) sereceptioneaza un cuvant de @d: V' (x) =x° + x* + 1;

zZ(xX) =r(x) = 0 (vezi starealatactul 7)

Tad 11 Co |Cr | Co
0 O |0 |0
1 1 1|0 |1
2 0 1 /1|1
3 1 O |1 |1
4 0 1|0 |0
5 0 O |1 10
6 0 O |0 |1
7 1 O |0 |0

b) se receptioneaza un cuvant eronat; V'(x) = x° +1;
z(X) =r(X) = X + x + 1 (vezi starealatactul 7)
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Taa | Co C]_ C2
0 O |0 |O
1 1 1 |0 |0
2 0 O |1 |0
3 0 O |0 |1
4 0 1 |0 |1
5 0 1 /1 |1
6 0 1 (1 |0
7 1 1 /1 |1
44, Registre de deplasare cu reactie pe baza polinomului g(x),

pentru codarea si decodarea codurilor ciclice

+ Registrededeplasare, cu circuit dereactielineara.
Fie un asemenea circuit de polinom caracteristic:

9(¥) = go +GaX + ... + QX X"
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ouT

O

=
\4
O
3

_______ Cy C,

A\ 4

=1 Om1 o] o)

MNe
/)
e
N
Ne
¢/
M
‘\f‘

Starearegistrului la momentul i este notatacu vectorul Si):

Os,(i) C

2si) ¢

0 .. C

] L

-1 (DL

unces (i) = stareacdulei C; lamomentul i este variabila de stare a

circuitului.

Pentru regimul li ber (intrare nula):
S(i+1) =TS(i)
unce T este matriceade tranzitie a drcuitului (matricea cracteristica):

i) =

0 1 0 .. O°C
0 C
0 0 1 .. 0
T=0. e w L
0 C
0 0 0 .. 17

Ho % 9 - Gmak
SevedecadacaS(0) = 0, §(1) = S(2) =...= 0. Daca §(0) # 0, dupa un numar
finit de tranzitii (impulsuri de tact) circuitul revine in stareainitiaa, fiind un
sistem determinist.
Condtia necesara s suficienta @ registrul cu reactie lineara conform g(x) sa
parcurga in regim liber toate starile nenule distincte este ca g(x) sa fie
primitiv (cel mai mic intreg pazitiv n pentru care g(x) divide pe X" + 1 este n

=2"-1).

Pentru regimul fortat ( la momentelet = 1, 2, ..., n se @lica la intrare
corespurzator smbaluril e succesive a1, ...,8. Cu ndatia

U™ =[00...01]

VoM avea succesiv, corespurzaor tactului:



75
s(1)=s(0)+a,_,U
S(2)=TS(1)+a,,U=T25(0)+T*U+a,_,U
S(n)=Tslh-1)+a,u=T"s(0)+a,_,T"'U+..+aT'U+a,T°U
Daca se noteaza cuvantul v cu:
v=[a,a ...a,]
Sl matriceaH cu:
H=[T°U Tu TU .. T"UY|
atunci se obtine:
S(n)=T"S(0)+ Hv'
daca §(0) = 0, atunci starealamomentul n este:
S(n)=Hv'
ceea ce reprezinta expresia corectorului: un asemenea circuit poate servi la
codare sau la detectia/corectia erorilor.

« Codor cu registru de deplasare cu reactie
Cu registrul de mai sus se poate face un codor ciclic cain figurade mai jos:

Cmi > Cng—r————- q C Co >
IN Om= 1‘-’2 Om1 o] o)
1 A, D
— J PeT—P— P N N,

In primele k tacte, comutatorul K este pe pozitia 1 si se introduc succesiv
cele k ssmboluri de informatie, a,.1, a2, ...aw.k acestea fiind transmise s |la
iesire. Se trece K pe pozitia 2 si circuitul genereaza in urmatoarele m tacte
simbolurile de control, rezultand cuvintele de cod ciclic:

daca S(0) = 0, pe pozitia 1, in primele k tacte avem succesiv starile :
s)=Ts(0)+a,_,U

S(2)=Ts(1)+a,_,U=T250)+T*U+a, _,U

Skk)=TsS(k-1)+a, ,U=T*3(0)+a,_,T*U+..+a,_, T°U
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Daa se trece acum K pe pozitia 2, la urmatorul impuls de tact, ambele
intrari ale sumatorului %; primesc acelass ssimbal deci in celula C.,.; se
introduceun Osi starea el lamomentul k+1 vafi O deci S(k+1) = S(k+2) = ...
= 9(n) = 0 ded (vezi mai sus): Hv' = 0, adica simbdlurile generate
constituie un cuvant de cod v. Deoarece S(n) = 0, codarul este pregatit pentru
generareaunu nou cuvant de ad, aceasta devenind stareainitiaa.
Exemplul 1; Pentrun=7,k=4, m=3si g(x) = 1 + x +xX°, schema codorului,
CuU sumatoare modulo 2 externe, se damal jos:

c " C Co |
(simb. de informatie) : 1
IN %=1 5 =1 g=1
N 1 PN (simboluri de control) 22
K— J NN H—
2
QUT ., (cuvant decod v)

In conformitate cu cazul genera descris anterior codarea decurge astfél:

1. K pepozitial: Prin IN, seintroducein registru, sl smultan in canal
(OUT), secventainformationala(isis iy ig);

2. K pepozitia2: Primul ssmbad de @ntrol ¢, seformeazain punctul P, fiind
produs laiesirea sumatorului 2,, si este livrat laiesire spre @nal; in
acelasi timp el seadunacu € insusi in 24, celula C, incarcandu-se cu O;

3. Serepeta pasul anterior, obtinindu-se simboluril e de control ¢; s ¢y, cele
trei ssimboluri de wntrol se datura celor 4 simboluri din secventa
informationala, pe cana transmitandu-se cuvantul de cod complet;
registrul sereinitializeaza si este pregatit pentru un noumesy,.

Dacai = (1001):

i(x)=1+x5;

3.
c(x)=rest 2\ i(x) - X+ X
g(x)
v(x)=x+x%+ 3+ x5,
v =[011100]
In tabelul urmator se preznta evolutia staril or registrului de deplasare cu
reectie din exemplul 1.
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A

tact ouT

Z
e
0
e

=
e R )

TReTRT
IREIREL
L& &
il

ook
lolo|lo|o|r|ol— o

Z rest

!

o
I

&
I

S

= l(l+0)
a = 1(O+1)
Co = 3= 0(0+0)
[CO C1 G io i]_ i2 |3] = [Oll 1001

ol Jiell Jiellele

*| k| |1l
I

9

~N OO WN P
o
OO0 0O|r|O|IFrO o

o

< ININN PP

=[apa ...a6]

Obs.: dupa introducerea secventel informationale (dupa tactul 4) continutul
celulelor (0 1 0) nu formeaza ssmbalurile de control, reprezentand o forma
modificata arestului; este necesara prelucrareain continuarein ;.

« Decodor cu registru de deplasare cu reactie

Sistemul de decodare ntine un registru de deplasare principal RP si doua
decodoare DC; s DC,. In RP este inmagazinat cuvantul receptionat de
lungme n. Celulele registrelor din decodoare sunt cuplate la detectoarele de
erori D. Aceste detectoare emit un simbol”1” cand simbolul eronat este in
Mo, permitand corectiaerorii. Acelasi “1” se glicapentru aresetaregistrul.
Simbolurile cuvantului receptionat sunt introduse simultan in RP pentru
memorare s in DC; (K pe pozitia 1) pentru cdculul corectorului, in acest
timp D ramane deconectat (P este blocata). Cand utimul ssimbal a V' aintrat
in RP, poarta P se deschide pentru efeduarea @rectiel; comutatorul K trece
in pazitia 2 s cuvantul urmator se introduce in DC, s in RP, DC; s DC,
lucrand in contratimp, adica in timp ce unul determina corectorul, celaalt
prelucreazacorectorul pentru reali zarea corectidl.
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Vi RP
» My1 > Mn-2_> —————————— M, | M1 | Mo
DC; 5 L s b
— N
v Cm.]_ > Cm—’ h—————— C]_ CO
Om= 1‘* Om1 G ')
) N ‘ v
Db D
DC, D s P |
1 f f f 1
_.\" Cm » Cmj P——————— C Co >
K |2
On=1 Om1 G ')
) . e N
H—D— b OO D

Starearegistrului DC, in acest moment corespunde chiar corectorului z.
Calculul corectorului z seface aurelatia

z=a U+a;TU+... +a T2 U+a ,, T U =HV " unce

H=[U TU T ... T" U]

Daca apare 0 singuaeroare in patian-r, cuvantul eroare € este de forma:
e=1[...,00m..]

lar corectorul vafi dat deredatia

z=He' =T"U=T7U (decaree T"=1).

Din acest moment DC; evolueaza li ber, succesiunea de stari fiind:

2,T2,T%2, ... T2,

prin celula Mg a RP succedandu-se simbaluril e

A1, Aoy, @ pore

Dupa r-1 perioade de tact, smbolul eronat a',, gunge in My, in timp ce
starea DC; devine:
Sa=Tz=T"'T U =T'U=
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Detectorul D reaunceste aceasta stare fixa a DC,, care apare la un moment
ce depinde de pozitia eronata si furnizeaza un impuls de complementare a
starii celulel My, asa @ laiesirea RP apare auvantul corectat, v. Impulsul de
corectie este folosit si |a resetareaDC,, pregatit astfel pentru un noucuvant
de cod. Ciclul de functionare pentru DC, este de 2n perioade de tact.

Un exemplu de drcuit care detecteaza starea T U se da mai jos: acesta
furnizeaza un semna “1” numa cand starea registrului de decalg este (0, O,
..., 0, 1); acest “1" complementeaza @ntinutul celulel M, corectand eroarea.
Paarta P este inchisa ca timp se alculeaza coredorul, atfel la trecerea
regisrului prin starea (0 0 ... 1) se da o comandafalsade corectie.

0 0 0 N
o E— > " —»|
le Cm2 - Co P
Q Q }

ﬁali dare

Imediat dupa rectie, latactul r, starearegistrului vafi:
TS.+U=TT'U+U=U+U=0

s, incepand dn acest moment, stareanu se va mai modfica pana la sosirea
primului simbal al cuvantului urmator care trebuie coredat.
Exemplu: Fieun cod cicliccu: n=7,k =4, m = 3, cuvintele de adfiind de
forma:
V(X) = ag+ a; X+... + ag x° unde ap, a;, a, sunt simboluri de control iar as,
au, as, ag sunt simboluri de informatie. Pdinomul generator p(x) este: p(x) =
X"+ 1 iar polinomul generator g(x) esteg(x) = X + x + 1

a) Codarea

C

Ci Co

\4

N e
‘J L

A

2

o aO! al! a-2

K
1 ag, a4 3 A

Pentru determinarea ssmboluril or de control se foloseste relatia:
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x"i(x) _ x}(a; +a,x+ax’ +a’x’) _
g(x) X3+ x+1 -
= (8 +85+85) +(ag + ay +a5)X+ (8, + a5 +8G)X’
Daca se egaleazacoeficientii cu cel al expresie:
C(X) = 8y +aX+a,x’
reallta
A =qta;+a
& =ata, +a;
= 83ta 3,

b) Demdarea

Sefacecu circuitul din figurade mai jos (particularizat din circuitul general
pentrun=7,k=4, m=3):

c(x) =rest

\Vi RP
w M = Mg [ [T - M, | M1 |— Mo _>
DC,
“gl” s P b
fo fo B 1
L 4 i q C2 C]_ Co -
G~ 1 0 Q| o Q|
0 A0 h
{)‘ " N
DC,
“Sl” =
‘1 1 f t 1
\u A" G C: Co
K |2
=1 G 03]
VAR < fR: f\
% N N
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Dacaa a; = a; + 1 este smbolul eronat, n — r = 4, s corectorul,
corespurzator darii registrului de deplasare dupa introducerea tuturor
simboluril or cuvantului receptionat, vafi:
z=T*U=T7U,
cand ssmbolul a,’ gjunge in celula My, dupa doua tacte suplimentare, starea
registrului de deplasare au reactie este:
T°T°Uu=T"U
adica (0 0 1); in acest moment in celula My se glicaun simbadl “1” dat de
decodor astfel incat vom avea
a, t1=ay
redizanduse @redia; latactul urmator, registrul de deplasare cu reactie este
adusin starea 0.
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Coduri convolutionale

Surt caracterizate prin faptul ca, spre deosebire de wdurile bloc, ssmbolurile
de informatie generate de sursa sunt prelucrate continuy, aici “blocurile’ de
informatie sau control nu au semnificaia de avinte de ad: ssmbalurile de
control dintr-un Hdoc oontroleaza simbolurile de informatie s din ate
blocuri.

Constrangere (ordinul de memorie): se defineste prin numarul blocurilor
precedente in care se gasesc simbolurile de informatie verificate prin
simbolurile de @ntrol ae blocului considerat (si se noteaza cu M);

Lungime de constrangere: se defineste prin numarul total de simbodluri
informationale i care concura la cdculul unu simbal de control (sau unu
simbal din cuvantul de cod) s se noteaza cu nc =k (M + 1); numarul
simboalurilor i memorate este kM;

Rata de codare (raportul dintre numarul de simboduri informationale si
lungmea unu bloc codat): R =k L / n(lL+ M) , unde L este numarul de
blocuri considerate, din secventa de lungime finita codata.

Distanta de cod de ordinul N (minimul distantei Hamming, calculatainsa pe
N blocuri): Dy = min Dy (Vin, Vjn)

Obs.:

a) Daal >> M, R=k/ncala omduilebloc;

b) Daca nu se lucreaza @ L mari, R < k/ n s ratavafi ma mica decat
la coduile bloc, refledand o redundanta relativ ridicata, necesara
insa in aplicatiile cu transmiterea datelor prin canale perturbate
(canal radio);

Coduri convolutionale* sistematice: Se nsidera, in succesiunea continua
de ssmbaluri, un Hoc de lungime n, constituit din k ssmboluri de informatie
st msimboluri de wntral;

Coduri convolutionale nesistematice: Se considera, in succesiunea
continua de simboluri, un boc de lungme n, in care simbolurile de
informatie s cele de control nu sunt distincte, ambele se noteaza cu u; S sunt
simbaluri ae cuvantului de ad; aici:

Constrangere (M): numarul blocurilor de n simbaluri, care sunt legate intre
ele prin faptul caun simbal de informatie oarecare, aparut laintrare, este luat

* Denumirea provine de la faptul ca ssimbolurile de control se obtin prin convolutia
numericadintre secventainformationalai(x) s poli noamele generatoare g;(x)
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in consideratie la alculul a cd putin unul din cede n ssimboluri u; ae
fiecaruiadincdeM blocuri.

45, Codarea
Exemplu: pentru un codar cu parametrii M =2, k=1, n= 2rezultaM k = 2,
nc=3,R=1 /2.
In schemele de mai jos % reprezinta odaul sistematic (@) s cd
nesistematic (b), corespurzatoare exemplului de mai sus:

I =N > \%
I 16V A 14
o Cs S o C S
A 2] comua I 21 comuta
a) % " IaT/Z b) N d IaT/2

La codurile convdutionale, fiecare din cele m simboluri de control (la coduri
sistematice) respediv fiecare din cele n smboluri (la cdui nesistematice),
se obtin dn nc simbouri informationadle prin inmultirea secventel
informationale cu pdincamele generatoare corespureatoare. Numarul
polinocamelor generatoare necesare codarii este: k x m, pentru sistematicesi n
x m la nesistematice. Din acestea, cd putin urul trebuie sa aba gradul nc —
1, deoarece la determinarea unu simbo de ntrol ¢ sau u trebuie sa
participe nc ssimbaluri informationae.

Pentru “sistematic”:

C(j)(X) — i(x)g“)(x) sau ¢ =j Dg(j)

lar pentru “nesistematic’:

u”)(x) — i(x)g(j)(x) sau u') =j Dg(J)

undej este pozitia comutatorului din figurade mai sus.

Astfel pentru exemplul demai sus,nc—1=24

|a sistematice (mai simple), avem k x m =1 ded un singu polinom generator
degrad 2

g(X) =1+¢saul+x+x

Dac seoventainformationalaestel = (01101 0 Qg saui(x) = x + X +x*
c(X) =i(X)g(X) = (X + X2 + XA+ x*) =x+ x>+ x>+ x°

sau C=(011100})

Secventa codata este:

V=(igCo| i1C4] ...)=(00 11 1101 10 0001)

Simbolurile de control se determina a relatia (termenul de ordinul 1 a
convdutiel, avand unsingur sumator):
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C, E S50 =i,00 i, 0t i _g, undei,; =0 [Op<i
Co:.ogo_0
C, =10 t1o0; =

C, =i,0, +1;0; +ip9, =1
C3 =iggp +i,0, 119, =1
C; =140 +130, +1,9, =0
C5 =590 140, +130, =0
Co =1690 Tis01 +1,9;, =1
lar evolutia starilor se dain tabelul demai jos:

tn tn+l tn
T | Cy C, |V
1) |2(9

1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 1 1
3 1 1 1 1 1
4 0 0 1 0 1
5 1 1 0 1 0
6 0 0 1 0 0
7 0 0 0 0 1

Obs.: la codurile sistematice cele k simboluri informationale se regasesc
nemodificate in cele n simboluri ade cuvantului de cod: prin comutatorul de
lesire se transmit direct la iesire aceste ssmboluri (vezi poz. 1 la schema din
exemplu)

la codurile nesistematice (intalnite in maoritatea aplicatiile recente datorita
faptului ca la aceeas rata de codare se pot corecta ma multe erori), avem
nxm = 2 polinoame generatoare, dintre care cel putin unul de grad 2:

gV () =1+si gP(x) =1 +x+ x* sau 1+x

Daca se deg in mod corespunzator** g} (x), pentru nesistematic codarea
este:

u(x) =i(x)gW (x) = (x+ x* + X)L+ x?) = x+ x* +x° + x°
u@(x) =i()g@ (%) = (x+x% + X)L+ x+ x*) = x+ x° + x°

** se dlege combinatia de g™ (X) s g? (x) asaincat sa nu aiba factor comun modulo 2,
in caz contrar obtinandu-se erori catastrofice (un numar finit de erori la transmisie
produc un numar infinit de erori la decodare)
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lar secventa de cod vafi:

V=(u® u®| u®Pu? ...)=(00 11 1010 00 0111)
Evolutia starilor sedain tabelul care urmeaza;

th the1 t,
T i C, G, \
1 (u(l)) 2 (U(Z))

1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 1 1
3 1 1 1 1 0
4 0 0 1 1 0
5 1 1 0 0 0
6 0 0 1 0 1
7 0 0 0 1 1

In schema de mai jos % da un codar convolutional nesistematic mai general,
care se utilizeaza in aplicatiil e mai recente, in speaal la transmisiile de date
in bandaradio:

| (K bit)

— 1| 2|-———|k

\4
[ERY
N

|

I
>~

[
|
|
|
|
|

4
[ERY
N

|

|

|
=~

V (n bit)

ComutalaT/n

Obs.: se observa s aici cain tota sunt luate in consideratie nc = k (M + 1)
simboluri informationale (aduale si memorate) pentru cdculul an simboluri
ale auvantului de cod.

- Reprezentarea grafica a codurilor convolutionale

o Diagramadestari

Codoaul se redizeaza cu un RD avand M cdule, starea @daului la
momentul t; fiind:

s =(c”c,”..c,?) undeC” estestareaceluleiC, lat;;
secventa de cod generata la momentul t; este complet determinata de starea
anterioara aRD, s de simbolul informationdl i;; pentru codoarele sistematic
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(@) s nesistematic (b) date in exemplul anterior, diagramele de stare, in
coresponcenta si cu tabelele de evolutia starilor, pentru starile distincte, care
pentru M = 2 sunt doar 4, sunt date mal jos, unde s-a notat pe fiecare ac ce
leaga doua stari simbolul informational/secventa codata: i / V.

111 _, (10— 11 (10—/10
0/00 10  0/00 1/01
0/00% 41/10 Y 41/00
\/ a) U b)

0/01 0/01 @ 0/10

o Diagramatrellis (reprezentarea evolutiel starilor in timp)

Este acauita din nodui si arce de tranzitie; fiecare nod repreznta una din
cele 2M stari (determinate de nstrangerea sau memoria @darului); din
fiecare nod (stare) ies 2 arce (corespurzator cdor 2% simboluri posibile).
Pentru exemplul anterior, la sistematice (d) S nesistematice (b) avem
diagramele care urmeaza unde ac plin semnifica tranzitie la primire “0” s
arc punctat laprimirea“1”:

Vi1

Trasede
marcate cu
sageti
corespund
" secventd i
=(01101)

b)
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46. Decodarea (cu algoritmul Viterbi)

Principiul decodarii se prezinta cu gutorul exemplului pe care s-a facut
andiza darii (cazul nesistematic, respectiv diagrama de stari b);
algoritmul Viterbi opereaza pe trellis bloc au boc, pe un numar finit de
blocuri, pentru aregasi drumul utilizat la codare. In fiecare nod se calculeaza
distantele (in dta varianta, gradul de wrelatie) intre secventa receptionata sl
toate secventele de pe trelli s, cumuland dstanta (gradul de corelatie) de laun
nodla dtul. In fiecare bloc, in fiecare nod intra doua ramuri, ded vor fi doua
distante (grade de crelatie) pentru fiecare nod, dintre care se retine drumul
cu distanta minima (corelatie maxima) numit “supravietuitor”. Daca intr-un
nod exista doua drumuri de distante egale (corelatii egale) se alege unu din
ele laintamplare @ “supravietuitor”. Cu “supravietuitorii” din blocul j se se
anadlizeaza blocul j + 1 etc. Anadliza se @ntinua pe atatea blocuri pana cand
ramane un singu drum cae va fi considerat seoventa corecta (numarul de
blocuri W pe cre se face decodarea se numeste fereastra de decodare). Din
practicas-a mnstatat ca pentru W = (4 + 5) Mk se poate lua 0 decizie coreda,
cu dstorsiuni neglij abile fata de cazul W — oo (memorie infinita). Secventa
regptionata este V' = (X11X12... X1Xi2...) iar secventa derenta ramurii este C =
(C11C12...Ci1Cip...). Gradul de corelatie pentru blocul i se defineste:

M = Xi1 Gi1 + X2 Ci2

Daa se atribuie pentru ssimboluri valori bipodare 0 - - 1,1 - +1, M ia
valorile din tabel:

X11X12 Ci1Cio M Observatie

00 00 (-1)(-1) +(-D(-1) =2 |Bitii pt. x s ¢ corespund
11 11 (+tD)(+D) +(+D)(+1) =2
01 01 (-D(-1)+(+1)(+1) =2
00 11 (- 1)(+1) +(-1)(+1) = - 2 | Bitii pt. x sl csunt opusi
01 10 (- 1)(+1) +(+1)(-) =-2
10 11 (+1)(+1) +(-1)(+1) =0 | Numa und din hitii pt.
01 00 (-1)(-1) +(+1)(-1) =0 | xsi ccorespunce

Cdea de cordatie maxima pentru secventa receptionata V' este data in
diagrama trellis de ma jos; ca exemplu de decizie se ia caul plecarii din
noduile initiale (aferente primului bloc, moment ty) Si seiau decizii pe baza
vaorilor lui M, calculate pentru fiecare din cde doua ca posibile de iesire
din nod In dagrama, cale posibile sunt reprezentate purctat iar cdea
“supravietuitoare” este reprezentata au linie plina (caile abandorete nu s-au
mai reprezentat).



000%® - 00 M =+2(caeasevalideaza)
000X - 10 M = -2 (caleaseabandoneaza)

1000 - 01 M =0(caease valideazalaintamplare)
1009 -11 M =0

010X - 00 M = -2 (calease abandoneaza)
010% .10 M =+2(caeasevalideaza)
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47. Anexa l: Modul degenerarea cuvintelor codateciclic

vX)=a, DayxdaxX 0...0a. X"  cual{0, 1},

de catre un polinom generator p(x) de grad n, este prezentat in tabelul care

urmeaza, in care cuvintele sunt reprezentate prin clasele de resturi modulo

p(X). De &., la dasa denumita “0”, din prima linie, restul impartirii oricarui

element a clasel, prin p(x), este 0.

Continutul clasel Elemente ale dasa Denumirea clase
O+ multiplii Tui p(x) | p(X), xp(X), (AL+xX)p(x), |0

1 + multiplii Tui p(x) 1+p(x),1+ xp(x), | 1
1+(1+X)p(X), ...
x+ multiplii [ui p(x) X+ p(X),x+ Xp(x), | X
x+(1+x)p(X), ...
1+ x+ 1+x+p(x),  1+x+xp(X), | 1+ X
multi plii Tui p(x) 1+ x+ (1+X)p(x), ...
1+ x A+ AXTH [+ x AT +px), | 1+ X+ AXT
multi plii lui p(X) 1+ X +..+X"% xp(x),
1+ x  +.4xX
(1+X)p(x), ...
in general: in generdl: in generdl:
agrap+..+a, X't |agtap+.. +a Xt agtagX+.. +a X
+ multiplii lui p(x) +p(1x), ot agx+...+a,
X+ Xp(X), ..

Exemplu: Elementul agtax+ax+p(x)= u(X)+p(x) impartit la p(x) se
noteaza aytay X+a, X2+ p(X)= ag+ay X+a, X2 = u(X) deoarece p(X) = 0
™ 0 .. 0 h h, .. h ha0O

B .0 h h. h. .. o U
0] M N, hy D]jai =0
A & s O

0
f . h h oh 0 .. 0 OFA.,
sau, compact:

Hv =0
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48. Anexa 2. Uneleaplicatii aleteoriel codurilor

Protectiainformatiel digitale prin bitul de verificare la paritate.
Protectiainformatie prin transmiterea el repetatas decizie mgoritara
Protectia transmisiilor de date prin coduri detectoare de erori care asigura
formularea cererii de retransmisie daca blocul transmis este eronat
(sisteme ARQ)

Corectiaerorilor in transmisiile de date utilizand coduri iterate

Protectia memoriilor semiconductoare prin coduri grup corectoare de o
eroare sl detectoare de erori duble k=16, m=6,n=22; k=32, m=7,
Nn=39; k=64, m=8,n="72.

Protectia blocurilor de date sau verificarea accesului in diferite protocoae
de comunicatii prin coduri ciclice detectoare de erori bazate pe CRC =
(Cyclic Redundancy Check), cu polinoame generatoare de grad m=3,
nM=16.

Protectia inregistrarii informatiel pe suport magnetic prin coduri ciclice
corectoare de erori simple sau muliple.

Protectia informatiei in comunicatii satelitare st misiuni spatiale utilizand
variante de coduri ciclice nebinare, corectoare de erori multiple si/sau de
erori in pachete ca de exemplu coduri Fire, coduri Bose-Chauduri-
Hockenguem (BCH), coduri Reed-Solomon.

Protectiainformatie inregistrate pe CD

Criptareainformatie in vederea secretizarii

Interleaving (intreteserea datelor) pentru a putea protga prin coduri
corectoare de erori independente informatiile afectate de pachete de erori.
Protectia vorbirii digitale comprimate in comunicatiile mobile (GSM )
prin coduri ciclice detectoare de erori combinate cu coduri convolutionale
corectoare de erori: In sistemul GSM codarea vorbirii se realizeaza
utilizand o varianta imbunatatita de sistem de compresie bazat pe metoda
predictiei liniare in care fiecare cadru de vorbire avand durata de 20ms
este reprezentat prin 260 biti. Dupa cum se vede in figura, bitii sunt
Impartiti in trei clase: 50 biti foarte importanti pentru calitatea vorbirii,
132 biti importanti si 78 biti nu foarte importanti.
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> 260 bit / 20 ms = 13 khit/s

Clasala Clasalb Clasa?2

50 hit 132 bit 78 bit
/ /
Biti de paritate / Biti nuli de /
CRC \#/ demarcatie \\&l

!
50 |3 132 4
378 78

Y

456 bit/20 ms = 22.8 kbit/s

Primilor 50 de biti li se adauga un CRC de 3 biti, calculati cu
polinomul generator g(x) = x*+x+1; acesti 53 biti impreuna cu cei 132
biti importanti s patru biti nuli sunt introdus intr-un codor
convolutiona cu rata R=1/2 s o lungime de constrangere de 5,
reprezentat in figura (n = 2):
e Van f> . l

1

N A ZEnaN

. . C
Y o

C2 C3 C4

A 4

C1

_’Co d

Codorul convolutiona dubleaza numarul de biti la 378 la care ii adauga s pe
cel 78 neprotgjati, rezultand 456 biti pe fiecare cadru de vorbire. Ratainitiaa
de 13 kbiti/s devine astfd de 22,8 kbiti/s. Rezulta un factor de compresie de
64/28,8 = 2,16 fata de metoda MIC atelefoniei clasice (in MIC standard rata

de bit este de 64 kbit/s).
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